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PREFAZIONE 



Lo sviluppo del simbolismo algebrico è strettamente colle- 
gato col progresso della Matematica. 

Pochi simboli si trovano nei matematici dell'antica Grecia; 
però le parole usate costantemente nello stesso significato fanno 
già l'ufficio di simboli. I più antichi simboli nostri sono le cifre 
che si propagarono in Europa verso il 1200. 1 matematici italiani 
introdussero i segni p e m deformati poi in + ^ — verso il 
1500. Nello stesso secolo compaiono i segni ^, X ; i segni >> 
e < datano dal 1650 circa. 

Questi simboli si presentarono dapprima come abbrevia- 
zioni delle parole del linguaggio comune, colle quali si leggono 
tuttora. Ma Tufficio dei simboli non è essenzialmente quello di 
abbreviare, bensì quello di contraddistinguere con un segno 
una idea, qualunque si sia il modo con cui la si esprima in 
linguaggio ordinario. Ad es., per indicare la « somma di a con 
6 » si scriverà a-\-b, quantunque nella frase in linguaggio ordi- 
nario non ci sia la parola « più » : invece per indicare « a è 
più grande di & », non si usa già il simbolo +» ^^ il simbolo >>. 

I simboli matematici apportano non solo brevità, ma spe- 
cialmente precisione e chiarezza. Essi soddisfano alla legge ge- 
nerale deireconomia di lavoro ; rendono più facile lo studio ai 
principianti, e sono pressoché indispensabili al progresso della 
Scienza. 

Fra i simboli meritano menzione speciale, perchè più recenti, 
quelli della Logica Matematica, quali 3» ^» ^j — P^^' indicare 
rispettivamente le proposizioni universali, le singolari, le esi- 
stenziali, ecc. Essi rappresentano idee semplici, ed è appunto 
la loro semplicità che impedì per lungo tempo di isolarle e 
spogliarle dalla complicazione sotto cui si presentano sia nel 
linguaggio ordinario che nel linguaggio scientifico. 
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IV 

Tutte le idee di Logica che si incontrano nei libri di Ma- 
tematica sono riduttibili alle semplici ora menzionate; ed è 
estremamente notevole il piccolo numero di queste. Cosi tutta 
TAritmetica elementare, esposta nelle pagine 8-21 del presente 
libro, contengono le sole idee logiche sviluppate da pag. 1 a 7. 

Sopra questi simboli di Logica si opera con regole espli- 
citamente enunciate, quali il commutare due segni, distribuire 
un segno rispetto ad un altro, esportare, importare, trasporre, 
ecc. Ogni ragionamento matematico è decomponibile in una 
serie di siffatta operazioni. 

Leibniz, cui dobbiamo l'enunciato simbolico delle prin- 
cipali proprietà di queste idee semplici, cosi si esprimeva: 

« Itaque profertur hic calculus quidam novus et miriflcus, 
« qui in omnibus nostris ratiocinationibus locum habet, et qui 
« non minus accurate procedit quam Arithmetica aut Algebra. 
« Quo adhibito semper terminari possunt controversiae quantum 
« ex datis eas determinari possibile est, manu tantum ad ca- 
« lamiim admoto, ut sufHciat duos disputantes omissis verbo- 
« rum concertationibus sibi invicem dicere : calculemus, ita 
« enim perinde ac si duo Arithmetici disputarent de quodam 
« calculi errore ». 

Da alcuni anni io pubblico, colla collaborazione di vari 
Colleghi, il Formulaire Mathématique (*), raccolta di tutte le 
proposizioni di matematica, scritte completamente in simboli. 

La riduzione in simboli delle varie teorie matematiche, cioè 
l'analisi di tutte le idee che vi sono contenute, è un lavoro 
difficile. Solo nell'ultima edizione del Formulaire si trovano 
raccolte tante proposizioni di Aritmetica, colle loro dimostra- 
zioni, da poterne estrarre un trattato. Questa è l'origine del 
presente libro. 

Nel compilarlo mi sono servito delle proposizioni già ridotte 
in simboli nel Formulario dai professori: 

T. BoGGio, C. BuRALi-FoRTi, F. Castellano, C. Ciamber- 



(*) Il mio opuscolo Arithmetices principia^ nova methodo exposita, a. 1889, 
contiene la prima teoria ridotta in simboli. 

L'ultima edizione del Formulaire è dell 'a. 1901, Paris, C. Naud, éditeur. 
E' in corso di stampa l'edizione del 1902. 
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LINI,, M. Chini, M. Nassò, A. Padoa, A. Ramorino, G. Vacca, 
G. Vailati, e altri. 

Chi ha seguito lo sviluppo del Formulario, qui trova poche 
novità. Per chi impara per la prima volta TAritmetica, la via 
che qui si segue è senza dubbio vantaggiosa. Una cinquantina 
di simboli, di significato chiaro e preciso, sostituisce alcune mi- 
gliaia di parole che si presentano definite o no, nei trattati pre- 
cedenti la scrittura ideografica. Coloro che già hanno studiato 
FAritmetica e l'Algebra per altra via, dovranno fare uno sforzo 
per imparare questo nuovo metodo, e a vedere che gli aggrup- 
pamenti di idee che qui si fanno sono più semplici di quelli cui 
sono da tempo abituati. Coloro che saranno capaci di questa 
fatica saranno ricompensati dalla bellezza dei risultati, che essi 
soli sono in grado di apprezzare. 

La Logica matematica qui è strumento, e non scopo a sé 
stessa; quindi è ridotta al puro necessario. 

Il libro è diviso in 40 §§, ognuno dei quali ha per titolo 
in generale un solo simbolo (qualche volta due o più). Ogni § 
contiene le proposizioni nella cui scrittura si trova quel sim- 
bolo, oltre ai precedenti. Questa disposizione permette di tro- 
vare nel libro una proposizione scritta in simboli, alFincirca 
come si trova una parola in un dizionario. 

Le abbreviazioni delle opere degli Autori citati, e dei Pe- 
riodici di Matematica sono quelle stesse del Formulario, a cui 
si rimanda per ogni schiarimento. 

I Colleghi che ridurranno in simboli proposizioni di Arit- 
metica non contenute in questo libro, inviandole all' A., le ve- 
dranno pubblicate nella « Rivista di Matematica » , come aggiunte 
al Formulario. 



dOBfroiito del Libro coi Programmi Officiali 

del Ginnasio Superiore e del Liceo (a. 1902). 



Ginnasio, Classe IV. — Aritmetica razionale. I numeri interi — Concetto 

delle prime cinque operazioni su di essi (addi- 
zione^ sottrazione, moltiplicazione, elevazione 
a potenza, divisione) e proprietà foxm&li delle 
relative espressioni — Massimo comun divisore 
e minimo comune multiplo. 

Si leggano le proposizioni: §1 P-1-2-3 (pj), §2PJl-2'3-4 (p.3) 21, e 
alcune delle successive. §3P*l-2 (p.5) §-Pl (p.7). 

Addizione. §-f- (p-8) le prime tre righe. Si tralascino le Propl. Si leg- 
gano le Prop 2, 3-l-*6 (p.9-12), tralasciando le dimostrazioni. Per uno studio 
più profondo, si legga tutto il §7|- come è scritto. 

Moltiplicazione, §X l'0-*5 (p. 14-15) lettura delle Prop. 2*1, ecc. esercizi. 

Potenza. §ISlO--5 (p.16-17) lettura delle Prop. 2-1-2... 3*1... esercizi. 
Regole per le operazioni (p. 18). 

Lettura delle prime Prop di ognuno dei §<^, g, i, Cls' (p.22-27). 

§Nj PI, 2, 3, 4, 5, 6, 7 (p.29-32) lettura delle Prop, e di alcune dimo- 
strazioni. P8, 11-14 esercizi. 

§j lettura della Df (p.36). 

§ — , §/ Prop e dimostrazioni (p. 37-39). 

§num, max, min. Lettura delle Prop (p. 40-42). 

§quot PI lettura. P2 esercizi. §rest PI lettura. P2,3 esercizi. 

§Cfr, §ord lettura (p.47-48). 

§m D (p.l20) PI, 2, 3, 4*1 (4'2--8 sono esercizi), 5, 6-1 (le successive 
sono esercizi). 

Ginnasio, Classe V. — Aritmetica razionale. Le frazioni — Concetto delle 

prime cinque operazioni su di esse (addizione, 
sottrazione, moltiplicazione, elevazione a po- 
tenza con esponente intero e positivo, divi- 
sioni) e proprietà formali delle relative espres- 
sioni — Applicazione alla lettura, alla scrit- 
tura ed al calcolo, con decimali finiti — 
Esercizi di calcolo letterale sui numeri razio- 
nali. 

Lettura delle Prop della Classe IV, omettendo le Dm e gli esercizi. 
§f (p.49) lettura di alcune proposizioni. 

§R PI, 20 (l-^ esercizi) 3, 4, 5, 6, 7, 8 (pag. 63-71). 11, 21, 221-2 
(•3--5 esercizi). 231 (•2--4, 24 esercìzi). 31 •1-2, 32 (33 esercizi) 34. 

§E (p.72-74) 



VII 

lAceo» Classe 1. — Aritmetica geiierale e algebra. Le prime cinque ope- 
razioni sui numeri razionali col segno, e il 
relativo calcolo letterale — Le prime opera- 
zioni sui polinomi — Equazioni e sistemi di 
equazioni di P grado — Proporzioni. 
Si rileggano le principali Prop di §i=, f, 3, -, -(-, X, h, ', Cls', N^, 
omettendo le Dm fp.1-35). 

Si rileggano le prime Prop di §f (p.49). 

§n Pl-6. (P7 esercizi). PIO lettura. (Pll-26 esercizi), (p.50-62). P30 let- 
tura. (P31-33 esercizi). 

Si rileggano le Prop di §R, secondo il programma del V Ginnasio. 
§r 1, 2, 3-1-2 (3-3--6 esercizi) 41-2-3 (p.75-77). 

Liceo. Classe IL — Aritmetica generale e algebra. YA^irsizìon^ ài YB.à\Q^\ 

proprietà dei radicali — Equazioni di 2^ grado 
— Equazioni riducibili ai primi due gradi. 

Per sviluppare questo programma bisogna premettere almeno le Df 
sui numeri irrazionali, la cui teoria appartiene alla classe successiva. 

Si rileggano le Df e le principali Prop del programma del I Liceo ^p.1-77). 

§»;, §Q Pl-14. Lettura delle Df e di qualche altra Prop (p.78-85). 

§Q P20, 21, 22, 23 Prop e qualche Dm. (p.86-88). P24, 25, 26, esercizi. 

§q PI, 2, 10, lettura (p. 91-92). Pll, esercizi, i primi facili, gli altri più 
difficili. P220-'3. Nota sulle approssimazioni (p. 95-103). 

Liceo* Classe IIL — AiHtmetica generale e algebra. Numeri primi, divi- 
sori e multipli dei numeri, divisibilità — Nu- 
meri decimali periodici — Numeri irrazionali 
ed operazioni su di essi — Progressioni, lo- 
garitmi e uso delle tavole. 

Si rileggano le Df e principali Prop del programma del I Liceo. 

§^t §Q Pl-14. Si rileggano le Prop, e alcune Dm. 

§Q, P20-26, §q. Si ripassano le Prop già studiate. 

§Log (p. 104-108). 

§S PO, 1 (2 esercizi), 31-2-3 colle Dm. 4-1-2 colle Dm (pag. 109-112). 
(5 esercizi), 10. 

§77 lettura delle Df. §! Df. 

§m D PI, 2, 3, 4-1 (4-2--8, 5 esercizi) 6*1 (-2 esercizi). 

§Np 1, 2 (Le Prop successive sono esercizi o cognizione utili) (p. 127- 129). 

§mp 1, 2, 3, 4, 5 (p.133-135). 

Le Prop indicate come esercizi sono applicazioni ed estensioni della 
teoria. L'insegnante farà bene a proporre esercizi numerici, che si otten- 
gono sostituendo numeri a lettere. Sono pure utili gli esercizi sulle gran- 
dezze fatti col sussidio dell'ultima parte del libro. In questo trattato trovasi 
sempre più di quanto è richiesto nei suddetti programmi e in consimili. 
L'insegnante limiti il suo insegnamento a poco e bene, lasciando il di più 
a chi vuole arricchire la sua mente di cognizioni utili o interessanti. 



ABBUEVI AZIONI 



p. =: pagina. 

Df = definizione (p. 13). 

Dfp = definizione possibile (p. 13). 

Dm = dimostrazione (p. 2). 

Hp = ipotesi (p. 1). 

P o Prop =: proposizione (p. 1). 

Pp =: proposizione primitiva (p. 2). 

Ths o Ts = tesi (p. 1). 

^ indica il cambiamento della parte intera nella numerazione delle P. 



PRINCIPII DI LOGICA 



§1 



ay'b,Cy...x,yjZ indicano oggetti qualunque. 
. (punto), serve a separare le diverse parti di una proposi- 
zione. Allo stesso scopo servono pure le parentesi ( ), le 
quadre [ ], le graffe | }. 

= si legge « è eguale » o « eguaglia » . 

3 » « dunque », « si deduce », « è contenuto », e anche 

altrimenti come vedremo in seguito. Accompagnato da una 
lettera x, ^o? ^^ l^gg^ <* si deduce , qualunque si sia x » . 

^ si legge « e » . Si sottintende quasi sempre fra proposizioni. 

1 «A/ <A / 

•2 x=:y 7^. yz=:x 

•3 oozzzy , y:=.z r^. x=z 



Note. 

Il presente libro è diviso in §§, ognuno dei quali porta per titolo un 
segno ideografico, o simbolo. 

Questo § è il § « dell'eguaglianza » . 

Scriveremo Prop o P invece di « proposizione » . 

Le Prop sono indicate con un numero, formato come i numeri decimali. 

Le note hanno per scopo di facilitare la lettura delle formule o dare 
schiarimenti storici; le formule sole formano però un testo intelligibile a sé. 

Leggasi : 
•1 X è uguale ad x. 

•2 Se X eguaglia y, allora y eguaglia x. 
•3 Se ce eguaglia y^ e se y eguaglia z, allora x eguaglia z. 

Indicando con p^q due Prop, la Prop pZ)Q dicesi « deduzione » . La 
Prop che sta avanti al segno 3? cioè jp, dicesi Ipotesi, latino « hypo- 
thesis », dal greco <»i " Yjió^eoig » , abbreviato in Hp. La Prop che segue il 
segno 3» cioè nel nostro caso q, dicesi « Tesi » , latino « Thesis » , dal greco 
« &satg», abbreviato in Ts o Ths. 

La Prop'2 è divisa coi punti in tre parti, ipotesi x=:z/, segno di de- 
duzione, e tesi yz=x. 

Peano, Aritm. 1 
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Nella Prop'3 l'ipotesi è l'affermazione simultanea di due Prop, fra cui 
sta sottinteso il segno r>. 

Le lettere che accompagnano il segno "Z) diconsi « indici » . 

Nella Prop '2 al segno "Z) si possono scrivere gli indici ce e y, cioè « si 
deduce, qualunque siano x e y ». Ma se in una proposizione figura un sol 
segno 3i si sottintendono gli indici, che sono tutte le lettere contenute 
nell'ipotesi. Cosi nella Prop'3 sono sottintesi al segno H) gli indici x,y,z. 

La scrittura xz=zy dicesi anche « eguaglianza », x ed y ne sono i 
membri, xzzzy si legge anche « x vale y », « x è identico ad y »; « x è 
equivalente ad y ». 

Il segno 3 si scrive pure fra classi, o idee generali. Cosi: 

(uomo) 3 (mortale) 
si può leggere « uomo, dunque mortale » ; o avvicinandoci al linguaggio 
ordinario « ogni uomo è mortale »,« tutti gli uomini sono mortali »,« l'uomo 
è mortale ». 

Se a e & sono classi, la relazione «36 è pure letta sotto le forme « l'idea 
a è subordinata all'idea 6 », « l'idea b è sovrordinata alla a », « l'idea b è 
essenziale all'idea a». 

Una Prop della forma a^b dicesi pure « giudizio universale » . 

Se p e q sono Prop, la p'Z)Q si legge pure « la Prop p é condizione 
Ksufficiente della g » ; « la ^ è condizione necessaria della p » . 

L'uso delle lettere per indicare oggetti qualunque era famigliare ai 
geometri e filosofi dell'antica Grecia. 

I punti e le parentesi sono segni ortografici comuni. L'uso regolare 
delle parentesi nelle formule matematiche data dal 1600 circa. 

Alla stessa epoca rimonta l'uso del segno =. 

II segno 3 sotto la forma q si riscontra in alcune pubblicazioni del 
1800 circa. 

Il suo uso regolare fu introdotto dal Formulaire. 

La sostituzione di simboli a parole, e di formule a proposizioni è una 
delle più grandi scoperte dell'algebra moderna. 

Un vantaggio evidente è la brevità. Ma vantaggio più importante è la 
chiarezza e precisione che si ottiene. 

I simboli introdotti nelle formule permettono di far a meno della vasta 
nomenclatura che andiamo richiamando nelle note. 

Un simbolo non è l'equivalente d'una parola, ma bensì d'un'idea rap- 
presentata più o meno esattamente da molte parole del linguaggio ordinario. 

Abbreviazioni frequenti : 

Df si legge « definizione » . 
Dm » « dimostrazione » . 

Pp » « proposizione primitiva » , o « assioma » , cioè Prop che non 
si dimostra. 

I è il segno di sostituzione. Se j9 è un'espressione contenente la let- 
tera X, (a\x) p si legge « sostituendo a invece di x nell'espressione p ». 
Sarà definito a suo tempo. 



O 



§2 e Cls 



Cls si legge « Classe ». 

£ » « è un » . 

1*1 asCìs .3- ^Z)^ 

•2 as Cls .3* oo,y£a .=. xsa . yea Df, 

•3 a,&£Cls . xea . a'^b .3- ^^^ 

•4 ajb,C£ Cls . a^6 . &^c .'^, a^c 

2-1 a,teCls .3 or^heQA^ 



SyU 



1*1 Se a è una classe, allora ogni a è un a. 

•2 Se a è una classe, allora x^ysa^ che si legge « x ed ^ sono a », 
significa « ce è un a, e 2/ è un a » ; e ciò per definizione del segno « , » . 

Analogamente scriveremo x,y,zsa invece di x^ysa.zsa^ e si leggerà se, 
i/,3 sono degli a. 

•3 Se a fi sono classi, e se x è un a, e ogni a è b, allora as è un 6. 

•4 Essendo a,6,c delle classi, se ogni a è 6, e se ogni b è c^ allora 
ogni a è e. 

Ognuna delle Prop •3*4 dicesi « sillogismo » , abbreviato in « SyU » . 
Esempio della -3 : 

10 £ Italiano . Italiano 3 Europeo O- Io ^ Europeo. 
Leggasi : 

» sono » ; ma ogni » è un » ; dunque » sono » 

Esempio della 4: 

Piemontese 3 Italiano . Italiano 3 Europeo .•3« Piemontese 3 Europeo 

11 sillogismo spesso si applica fra Prop. Allora lia la forma « Se dalla 
Prop a si deduce la &, e dalla b si deduce la e, allora dalla a si deduoe 
la e». Esso fu enunciato da Aristotele sotto la forma seguente: 

« El tò a xaxà Tzavròg xov B, xal tò B xaià navròg rov r, 

àvdyxrj tò A xaxà navròg rov F KaTì^yogeìodai. » 

2*1 Se a e b sono classi, anche a/ò^ cioè l'insieme degli individui che 
sono ad un tempo a e ò, è una classe. 

La classe a'ò è da alcuni autori detta « prodotto logico delle classi a e 6 » . 



•2 a,b£ Cls .3 (^b "^a . arb "^b Simpl 

•3 a,beCls . iT^a . xsb .'^. xs a^b 

•4. a,b,(^6:Cls . a'^b . a^^^ .j]^- ^ID ^^ ' Cmp 

•2 a,teCls .j[3- arò = b^a Comm^ 

•3 a,b,cs Cls .3* {ctrò)^ = a^b^c) Assoc '^ 

4-1 a,te Cls .3- ^=& •=• ^ID^ • b'^a 

•2 a,6€ Cls r^,\ a'^b .=: ^ea .3^. xsb 

Oper .^£ Oper ^5 

•3 ae Cls . ;r£a . x=y r^. ysa 

•4 ^=.y .=: aeCls . a?£a .3^. yea 



•2 La classe arò è contenuta in a, ed è contenuta in 6. 

« Semplificare », abbreviato in Simpl, significa applicare questa regola. 

•3 Se X è un a, e se se è un 6, allora x è un a e 6. 

•4 Se ogni a è 6, ed ogni a è e, allora ogni a è 6 e e. 

Questa regola dicesi « comporre » , abbreviato in Cmp. Spesso si usa 
fra Prop. « Se dalla a si deduce la 6, e dalla a si deduce la e, allora dalla 
a si deduce b e e » . Questa regola trovasi in Leibniz. 

3*2 La classe comune alle classi a e 6 è identica alla classe comune 
alle h ed a. 

Questa Prop esprime la « commutatività del prodotto logico », e si cita 
coir abbreviazione « Gommo ». 

•3 Tanto fa prendere la classe comune fra le classi a e 6, e poi la 
classe comune fra la risultante e la classe e, quanto il prendere la classe 
comune fra a e la classe comune a ò e e. 

Questa Prop esprime la « associatività del prodotto logico », e si indica 
con « AssocA » . 

4*1 Indicando con a e 6 delle classi, allora dire che la classe a è eguale 
alla 6, equivale a dire che ogni a è 6, e che ogni bea. 

•2 Dire che ogni a è 6 è quanto dire che se se è un a, si deduce , 
qualunque sia x, che x è un b. 

Si chiama « operare per xs » il passaggio dalla proposizione universale 
affermativa «3^ alla deduzione xsa ."Z^x . xsb. 

Si chiama « operare per X2 » il passaggio inverso. 

•3 Se a è una classe, ed a? è un a, ed £C=^, allora anche i/ è un a . 

•4 Dire che af=:i/ è quanto dire che se a è una classe contenente se, 
si ha, qualunque si sia a, che essa contiene pure y ; ossia due oggetti sono 



ò'i a,h8 Cls r^: xs arò .=. xsa .^, xsb Distrib(8, ^) 

•2 a,6,C£ Cls .3- <^Z) ^^^ •=• ^Z)^ • ^Z)^ Distrib( 3 ^) 

•3 a,teCls .3- ^Z)^ •=• ^=^^& 

§3 3 

Sia ^ una Prop contenente una lettera x. Allora x3Pf che 
si legge « gli X tali che p » , indica la classe degli individui che 
soddisfano alla condizione p. 

•1 as Cls .3- 0[;3{x£a) =a 

•2 aybs Cls .3- ^^ = X3(xsa .^. rt7£6) j Distrib(3,^) j 



eguali, quando ogni proprietà dell'uno è una proprietà dell'altro. 

5*1 Dire che ce è un a e 6 equivale a dire che a; è un a, e che x è 
un 6 > . Essa esprime la « distribuitività del segno £ rispetto ad n » . 

Queste considerazioni e le successive, sulle classi, si possono interpre- 
tare con classi di punti, o figure, quali cerchi. Se a e 6 sono figure, arò 
indica la figura comune. Questi cerchi rappresentativi furono usati da 
Leibniz e da Eulero. 

Una Prop della forma xsa dicesi « giudizio singolare » . 

Una relazione dicesi « transitiva » , quando dal fatto che un oggetto è 
in quella relazione con un secondo, e questo con un terzo, si può conchiu- 
dere che anche il primo è in quella relazione col terzo. Sono transitive 
le relazioni espresse da antenato, maggiore, ecc. 

La Prop-3 del §=: dice che la relazione =: è transitiva. 

Il sillogismo, sotto la forma 1*4, dice la relazione ZD è transitiva. In- 
vece iì due Prop universali, possiamo premettere una singolare ed una uni- 
versale, e si ha la forma 1*3. Ma non si possono premettere due Prop sin- 
golari ; cioè il segno s non è transitivo ; vale a dire, da aeb . bsc non si 
può dedurre ose. Per es. dalle premesse: 

Pietro e Paolo erano Apostoli; gli Apostoli erano dodici, 
che in simboli si scrivono: 

Pietro, Paolo 8 Apostolo . Apostolo s (Classe di 12 persone), 
non si può dedurre « Pietro e Paolo erano dodici » . 

§3*1 Se a è una classe, allora gli x tali che ce è un a formano la classe a. 

I segni CC5 e CC3 premessi ad una classe si distruggono ; essi rappre- 
sentano operazioni inverse. 

•2 II prodotto logico di due classi a e b è l'insieme degli x tali che 
soddisfano contemporaneamente alle condizioni xea . xsb. 

Si ricava dalla §£5*1 operando per cc3, e viceversa. 



§4 



X'jìf indica il sistema formato da x con ^/. 
•0 x\y]z = {x]y)]Z Df 

cioè il sistema o terna x\y\2 è il sistema che si ottiene 
facendo seguire X'^y da z. 

Ogni relazione fra due enti determina una classe di coppie 
che vi soddisfano. Indicando con a questa classe, la relazione 
sarà espressa da (x;y)£a. 

« Importare » indica il passaggio dalla proposizione « da p 
si deduce che dalla q si deduce la r » alla « da p e g si 
deduce la r » . 

« Esportare » indica il passaggio inverso. 

La condizione p contenga una lettera o un sistema di let- 
tere x; la q contenga oltre a x, un'altra lettera o sistema di 
lettere y. La proposizione « da p si deduce, qualunque sia Xy 
che dalla q si deduce, qualunque sia «/, la r » equivale alla 
« da p e g si deduce, qualunque siano a? ed i/, la r ». Si può 
enunciare questa regola come segue : 

•4 afi,C£ Cls r^: : 

xsa r^x : (x]y)£b r^y. (x;y)tc .*.:=: xea . (x;y)eb .3^;y- (^5")^^ 

Import Export 

Esempio 1^ : 
Simplif Oj asCìs . xsa .3* ^^^ 

Qui il segno ZD porta gli indici sottintesi a ed x. 
Export O-*- aeCls O* ^f« •!>; . xsa. 

Oper X3 O* afCls O- «ZD« 

che è la Pl-1 del §£. 

Esempio 2°: 
P4-2 . Simplif O-*- ci,bsC\3 . a'Z)b O' ^^« O* • ^^^ 
Import O' rt,6fCls . a3^ . 2C£a O- ^^^ 

che è la Pl-3 del §£. 

Esempio 3^ : 
P4-4 O-'- ^=y O- «sCls . xsa .3» • 2/^^ 

Import 0« 2C=:?/ . aeCls . xsa O- .y^^ 

che è la Pd-3 del §£. 



§5 - 

- si legge « non » . 
1. a^bjCe Cìs ."^i 

•0 X£~a .=. XB{~a) : a~b = ar>~b : -«3^ -==- ("<^)ZD^ • -a=:6 .=. (-a)=ò Df 
•4 -a 8 Cls 

•2 aj[3^ O- "^ ID "^ Transp 

•3 ab "^c .^. a-(? ^ -& • » 

•4 -(-a) =a 

•5 (iZ)^ •=• -& Z) "^ 
•6 ab'^c .=. d'^c'^^b 

2-0 .CI?-— 2/ .=. <pcz=zy) Df 

•1 ae Cls .j[3- -(^£^) = ^£ -a 1= ^ -£ a Comm(e,-) 



La Df 10 ha per scopo di sopprimere delle parentesi. 
1*1 La negazione d'una classe è una classe. 

•2 Se ogni a è b, allora ogni non ò è un non a. 

Questa regola dicesi « trasporre » . 

Fra Prop significa : Se dalla a si deduce la 6, allora dalla negazione 
della b si deduce la negazione della a. 

•3 Se da a e ò si deduce e, allora da a non e si deduce non b. Dicesi 
pure trasporre. 

•4 Due negazioni fanno un'afférmazione. 

•5*6 Dicono che l'operazione del trasporre è invertibile. 

Alcuni autori dicono inversa della aZ)b la b^Da^ e contraria della oTy) 

la -a3"^- Allora la P'2 si enuncia « da una P si può dedurre l'inversa 

della contraria » e la P'5 dice che « la contraria e l'inversa si equivalgono » . 

20 Dire che x non è eguale ad i/ è per convenzione lo stesso che dire 

che non è vero che sia x=zy. 

•1*2 Non è vero che a? è un a, è lo stesso che dire che x è un non «, 
Quindi i segni 5 e - si possono commutare. 

Per es. supposto che (ignorante) =- (sapiente), si avrà: 

- (Tizio s sapiente) =: Tizio -e sapiente = Tizio 5 ignorante. 

Si noti che i segni ZD ® " ii<^n sono commutabili. Cosi « non è vero che 
tutti gli uomini siano sapienti » cioè - (uomo 3 sapiente) è una Prop ben 
diversa dalla « tutti gli uomini sono ignoranti » , cioè (uomo 3D ignorante). 



NUMERAZIONE 



+ 



si legge « zero » . 

No » « numero ». 

+ » « più ». Se a è un numero, a+ si può anche leg- 

gere « il numero seguente a » , « il successivo di a » . 

* 1. Pp 

•0 No £ Cls 

•1 OeN^^ 

•2 as Nn r^, a+ £ No 

•3 ss Cls . Oss : xs N^^^ r^c. x+ ss '7^. N^ "^ s Induct 

•4 a,b£ No . a+ = b+ .3 ^=^ 

•5 as No r). a+ -= 



Leggasi : 

1*0 Numero è una classe, numero è il nome d'una classe, numero è 
nome comune. 

•1 Zero è un numero. 

•2 Se a è un numero, allora anche il successivo di a è un numero, 
cioè, ogni numero è seguito da un numero. 

•3 Sia s una classe ; e sia un individuo di questa classe ; e suppo- 
niamo ancora che se aj è un numero appartenente a questa classe 5, si 
deduca, qualunque si sia ce, che anche il suo successivo cc-j- appartenga 
a questa classe; allora ogni numero è un s. 

Questa proposizione si chiama « principio di induzione » , e sarà richia- 
mata coli 'abbreviazione Induct. 

Si può anche leggere : « Se s è una proprietà ; se ha questa pro- 
prietà ; se ogni volta che un numero ha questa proprietà anche il suo suc- 
cessivo ha la stessa proprietà ; allora ogni numero ha questa proprietà » . 

•4 Due numeri susseguiti da numeri eguali sono eguali. 

•5 II successivo d'un numero non è mai eguale a 0. 



+ 

* 2. 

1 = 0+ . 2 = 1+ . 3 = 2+ . 4 = 3+ . 5 = 4+ . 

6 = 5+ . 7 = 6+ . 8 = 7+ . 9 = 8+ . X = 9+ Df 



Df+ 



« 3. 

•2 a.bsìH, r). a+{b+) = {a+b)+ 
•3 aeNo .3- ^+1 = ci+ [ (0 I 6)P-2 o. p ] 

a+2 = (a+)+ [ (1 1 b)P'2 o. P ] 



Le P precedenti sono « proposizioni primitive », esprimenti proprietà 
dei numeri, irreduttibili fra loro. Da esse, con dimostrazioni, derivano 
tutte le P d'aritmetica. 

Dalle Pll-2 msulta che 

0+ 0++ 0+++ 0++++ ecc. 
sono dei numeri. Essi si leggono 

uno due tre quattro ecc. 

Se si sottintende lo 0, e al segno + si dà la forma d'una sbarra, si 
hanno i segni dei numeri 

I II III mi ecc. 

usati dai Romani. Rappresentando il + con un punto, gli stessi numeri 
sono rappresentati da 

• • • » Ck(*(* 

che si usano ancora nei dadi, nei giochi di carte. 

Ma gli uomini che costrussero le piramidi di Egitto, quando comincia- 
rono a scrivere sul papiro, or son 4000 anni, trasformarono il 

= in 2; il = in 3; il == in 23, poi in 5, 
e cosi via. Questi segni furono adottati da altri popoli fra cui gli Indiani, 
che li trasmisero agli Arabi, da cui gli Europei li hanno imparati, verso 
il 1200, chiamandoli « cifre arabiche » . 

Le Prop2 sono le definizioni di questi segni. 

Leggasi : « chiamasi 1 il successivo di » , « si indica con 2 il succes- 
sivo di 1 » , e cosi via « dieci è il successivo di 9 » . 

I numeri 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 diconsi cifre. Il segno X appartiene 
alla numerazione romana. 
3- 1*2 Se a è un numero, a più zero vale, per definizione, a. 

Essendo a e 6 due numeri, allora con a più il successivo di h si in- 
tende il successivo di a-\-h. 

•3 Se nell'ultima Df pongo invece di &, e ricordo la Df 0+=l, ho 
che il successivo di a, già indicato con a-|-, si può pure indicare con a+1, 
notazione di cui faremo abitualmente uso. 

Ponendo 1, poi 2, ecc., invece di 6, si ha: 

a+2 = («+!)+ 
a+3 = (a-|-2)+ e cosi via. 
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^ 4. 

•ò apjCe^Q . a=.b .^. a'\-c=:b-\-c Oper -\-c 

[ §= -1 .3' a,C£No O- «^ X3(rt-f-c =: x-\-c) 

§£ 4-3 Oj a,6,C£No . a=& O- ^£ X3{a-[-c = aj+c) (1) 

(1) D P ] 
•1 a,bsNQ .3- ^+& ^ Nq 

[ afNo . Df4- O. a+0 fNo (1) 

a,Ò£No . «+&fNo . Df+ . Pl-2 O- «+(&+!) = («+&)+! • 

(«+6)+l fNo O. «+(&+!) fNo (2) 

(1) . (2) . Induct O- P ] 

•2 a,&,c£No O- (^+^)+^ = ^+(b+c) Assoc4- 



Per esempio, per calcolare 5+3, osservo che per Df di 6, 5+1=6; onde 
5+2=6+1=7, e 5+3=7+1=8. 
I numeri 

X+1 X+2 X+3 X+9 

si leggono 

undici dodici tredici diciannove 

a-\~b dicesi anche « somma di a con b. 

« Aggiungere » , « addizionare » , sono sinonimi di « sommare » . 

I numeri che si devono sommare diconsi anche « termini » . Impropria- 
mente si parla dei termini della somma, perchè data la somma, non vi si 
possono più riconoscere i termini. Cosi 5+3=6+2, ma i termini a som- 
marsi nel primo caso non sono quelli che si sommano nel secondo. 

Le Prop4 esprimono le principali proprietà della somma. 
40 Se a^b^c sono numeri, e se a=6, sarà pure a-\-c:=b-\-c. 

II passare da a=:b a a-\-c:3ib-\-c dicesi « operare per +c » , abbreviato 
in « Oper+c » . 

Infatti per §=1 si ha a-\-c-=za'{-C'^ cioè a è un a:j tale che soddisfa alla 
condizione a-\~c=ix-\-C] quindi b che è eguale ad a, soddisferà pure alla 
stessa condizione, onde la Prop. 

•1 Se a e 6 sono numeri, anche a+ò è un numero, cioè « la somma 
di due numeri è un numero » . 

Dimostrazione. Se a è un numero, a+0, che per Df della somma vale 
a, è pure un numero; cioè la proposizione è vera se b vale 0. 

Chiamo (1) questa proposizione. 

Siano a,ò dei numeri, la cui somma sia un numero. Allora per la 
Ppl*2 anche il successivo «+&, cioè (a+6)+l è un numero ; ma per Df+, 
a+(&+l) = (a+6)+l, dunque se la somma di a con ò è un numero, anche 
la somma di a col successivo di 6 è un numero. Chiamo (2) questa P. 

Dalle Prop (1) e (2), e dal principio d'induzione si ha la P a dimo- 
strarsi. 

•2 Tanto fa sommare a con 6, e il risultato con e, quanto a colla 
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[ a,6£No O- {a+b)+0 = a+b . a+(b+0) = a+b O. 

(a+b)+0 = a+(6+0) (1) 

a,6,c£No . {a+b)+c = a+{b+c) . Oper+1 O. [(a+6)+c]+l =; [a+(b+c)]+l 

Df+ O. (a+ò)+(c+l) = 
» » O- » =a+[(6+c)+l] 

» » » O- » = «+[&+fc4-l)] 

(2) '^ 
(1) . (2) . Induct O. P ] 

•4 a,teNo .3- ^+^ = &+^ Comm4- 

[ i>f+ O- 0+0=0 (1) 

a£No . 0+a =a . Df+ .D- 0+(a+l) =r (0+a)+l = «+1 (2) 

(1) . (2) . Induct O: ^^N^ .3 0+^^ =^ (3) 

Df+ O. 1+0 = 0+1 = 1 (4) 

asNo . 1+a = a+1 O. l+(a+l) = (l+a)+l = («+1)+1 (5) 

(4) . (5) . Induct O: acN^ .3 1+^ = ^+1 (6) 

a,6£No . a+b = 6+a . Df+ O. a+(6+l) = (a+6)+l = (b+a)+l 

Df+ .3 .» =6+(a+l) 

(6) O. « = &+(!+«) 

A8SOC+ O. » = (6+l)+a (7) 

(3) .(7) . Induct O. P ] 



somma di 6 e di e. Si legge pure : 

Se afi^c sono numeri, allora parentesi a più b chiusa più e eguaglia a 
più parentesi b più e chiusa. 

Questa proprietà è ricordata colla frase « la somma è associativa » , ab- 
breviata in « Assoc+ » . 

Dimostrazione per induzione rispetto a e. 

Esempio : 6+8 = 6+(4+4) = (6+4)+4 = X+4. 

•3 Per somma di tre numeri si intende ciò che si ottiene sommando 
il primo col secondo, e il risultato col terzo. 

Questa convenzione, o definizione, ha per scopo di sopprimere una pa- 
rentesi, colla rispettiva chiusa. 

•4 Un primo numero più un secondo numero vale quanto il secondo 
numero più il primo, ovvero la somma di due numeri non si altera se si 
cambia il loro ordine. 

Si esprime anche la stessa proposizione dicendo « la somma è commu- 
tatura », e si citerà la Prop col segno « Comm+ » . 

Esempio : 2+4 = 4+2 = 5+1 = 6. 

Cosi volendo calcolare 2+4, che secondo la definizione, si ottiene 
contando quattro successivi al 2, ridottolo a 4+2, basterà contare 2 suc- 
cessivi al 4. 
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•5 a,&,C£N(, . a+c = b+c .3- ^^=& 

[ a,6eNo . «+0 = &+0 O. a=:ò , (1) 

a,6,ceNo : a-|-c=6+c O- ^=^ • Pl*4 O: 

a+(c+l) = 6+(c+l) O. a+c = b+c O. a=& (2) 

(1) . (2) . Induct O. P ] 

•6 a,bfCeN^ r^: a=b .=. a4-^ = &+^ 

[ P4-0 . Export O*- a,ò,C£No 0« ^=^ O- a-\-c:=:h-\-c 

P4'5 . Export 0-'« » 0« «+c=6+c O- «=^ 

Cmp O-*- a,&,C£No O' «=& O- «+c=:&+c : a+c^6+c O- «=& 
§£41 O- P ] 

[ aaNo . «-=0 . Df+ rj. a+0 -z=:0 (1) 

a,6£No . PI -5 O- a+(6+l)=(o+6)+l . (a+6)+l-=0 O. 

a+fò+l) .=0 (2) 

(1) . (2) . Induct O- P ] 

•8 a.be^o O- ^+^ =0 .=. a=0 . b=tì 

[ P-7 . Transp O: a,6£No . a+&=0 rj. a=0 (1) 

(1) . Comm+ O: » » O- ^=0 (2) 

(1) . (2) . Cmp O: » » O. a=0 . ò=0 (3) 

Df+ O. 0+0=0 ■ (4) 

(3) . (4) O. P ] 



La Dm si fa ricorrendo tre volte al principio d'induzione. 

Per Df della somma 0-|-0 vale 0. 

E se, essendo a un numero, si ha 0+a = a, si vede facilmente che 
"anche 0+(a+l) vale a-\-l. 

Quindi, per induzione, si ha che, essendo a un numero qualunque, 
sempre 0-|-a = a. 

Si dimostra poi che l-|-a=:a+l, per induzione rispetto ad a\ e infine 
che a-f~6 =: &-)-«, per induzione rispetto a h. 

•5 Se afi^c sono numeri, da a+c =: 6+c è lecito dedurre a=:ò. 

Dm per induzione rispetto a e. 

•6 Essendo afi^c dei numeri, l'eguaglianza a=6 è equivalente all'altra 
a-}-c = 6+c. Si ricava dalle 4*0 e 4*5 esportando, e poi componendo le Prop 
cosi ottenute. 

•7 Se a e è sono numeri, e se a non è nullo, anche a+& è diverso 
da zero. « Nullo » vuol dire « eguale a zero », « diverso » vuol dire « non 
eguale ». Dm per induzione rispetto a h. Qui però l'induzione assume la 
forma più semplice : « Se una certa proprietà è vera pel numero 0, ed è 
vera pel successivo d'ogni numero, è vere sempre » . 

•8 Essendo a fi dei numeri, dire che a-}-6 = è quanto dire che a=:0 
e che 6 = 0. Si ricava dalla precedente trasponendo. 
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Le Prop'5'6*7-8 non compariranno nei §§ successivi fino al §Ni. Si 
possono tralasciare in un primo studio. 

Le proprietà enunciate della somma sono semplicissime, e note ad ogni 
persona, quantunque non tutti sappiano enunciarle sotto la forma precedente. 
Le dimostrazioni riportate non hanno per scopo di aumentarne l'evidenza, 
ma bensì di far vedere che esse sono contenute nelle Pp enunciate. Questa 
analisi è abbastanza recente. Il lettore che desidera conoscere le proprietà 
delle operazioni -|-, X, ecc., può in un primo studio tralasciare tutte le Dm. 

Definizioni. 

Definizione, abbreviato in Df, è la convenzione di dare un 
nome nuovo x ad una espressione nota a, e si indica scrivendo 

x=a Df 

Es. le P2 del §+. 

Se ciò che si definisce contiene lettere, e se occorre limi- 
tarne il significato, la Df ha un' ipotesi. 

Es. La PS'i dice che a+0 è per Df eguale ad a, se a è un 
numero. Essa sarà in seguito estesa ad alcuni altri enti. 

Dfp, che si legge « definizione possibile » è un'eguaglianza 
contenente in un membro un segno che non figura nel secondo, 
che vi figura diversamente. 

Data una Prop, si può riconoscere se essa abbia o no i ca- 
ratteri di definizione possibile. Essa diventa o no una Df a 
seconda della trattazione che si preferisce. 

m 

Non tutto si può definire. Non si può definire la prima 
idea, né il segno =^ che figura in ogni Df. 

Le idee che non si definiscono si dicono « idee primitive ». 
il loro valore è determinato da « proposizioni primitive » . 

In logica generale, da Aristotele in poi, si classificano le Df in « no- 
minali » e « reali » . Tutte le Df della Matematica sono nominali. La regola 
che la Df sia data per il genere prossimo e la differenza specifica, non 
è soddisfatta per es. dalle Df §+P2, e da quasi tutte le Df matematiche. 

Una Df è vera « per convenzione » , e non ha bisogno di dimostrazione. 
Bisogna invece dimostrare le proprietà dell'ente definito. Cosi in §-|-, dopo 
aver definito a+ò, si dimostra colla 4*1 che esso è un numero. 
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§7 



^ 1. ayb,céN^ .3 -0 axO=0 

•01 ax(6+l) = (axb)+a 



Dfx 



•02 axl=a [ (0|ò)POiDP ] 

ax2 = a+a [ (i I 6) » 

•03 ab=zaXb . aXbXc=:(aXb)Xc 

axà+c=z(axb)+c . a-\-bXc=a+{bXc) Df 

'i axb e No 

[ asNo . Dfx O. axO s No (1) 

a,65 No . «X^> 5 No • DfX • §+ 4-1 O- «X(&+1) £ Nq (2) 

(1) . (2) . Induct O. P ] 

•2 a(&4"<^) = ab+ac Distrib(x,+) 

[ a,6£No O. aX(&-hO) = aX& + «XO (1) 

a,ò,C£No . a(&+c) = ab+ac . Assoc+ . DfX O- «[6+(c-|-l)] = 
a[(ò+c)+l] = a(b+c)-\-a = aò+ac+a = ab+a(c-\-l) (2) 

(1) . (2) . Induct O- P ] 

•3 {a+b)c :=z ac + bc Distrib(x,+) 

[ a,&£No .D- («+&)X0=:aX0+6x0 (1) 

a,6,C£No . (a+b)c = ac+bc . Df X O- (a+&)(c+l) = (a+6)c+(a-|-&) =. 

«c+òc+a-1-6 = (ac+a)-\-{bc-\-b) = a(c+l)+6(c+l) (2) 

(1) . (2) . Induct O. P ] 



Il segno X si legge « moltiplicato per », o semplicemente « per », e si 
definisce colle P-O-Ol. 

aXb dicesi anche « prodotto (factum) di a per 6 »; i numeri che si mol- 
tiplicano diconsi anche « fattori » . 

a è il « moltiplicando », 6 il « moltiplicatore » . 

Le Prop*03 esprimono abbreviazioni; cioè il segno X spesso si sottin- 
tende; e si sopprimono delle parentesi colle regole scritte. 

Le Prop-2-3 dicono che la moltiplicazione è distributiva rispetto all'ad- 
dizione, e sono citate con Distrib (X,+). 

Le Prop*4-5 esprimono che il prodotto è commutativo e associativo. 

Queste Prop si dimostrano per induzione. 

Le P2 sono conseguenze immediate delle PI, e la loro verifica può 
servire per esercizio. 
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•4 ab = ba Commx 

[ Dfx O- 0X0 =0 (1) 

aeNo . OX^ = . Df'X O- 0X(«+1) = Ox«-f-0 = (2) 

(1) . (2) . Induct O- OXa =0 (3) 

Dfx .3 1X0 = (4) 

«fiNo . 1X« = a .3. 1X(«+1) = 1X«+1 = «+1 (5) 

(4) . (5) . Induct O. IX^ =a (6) 

aeNo . P-0 . (3) .3 aXO = Ox« (7) 
afià^Q , ab =: ba . DfX 3* «(^+1) = ab-{-a = ba+a 

(6) . P-3 3. » = bai-la = (b+l)a (8) 
(7) . (8) . Induct 3. P ] 

•5 {axb)xc = ax(bxc) Assocx 

[ (aX&)X0 = aX(6X0) (1) 

a,b,cs^o . {ab)c=za(bc) . DfX • Distrib(X,+) 3- 
(aò)(c+l) = {ab)ci-ab = a(bc)+ab = a(òc+&) = a[b{c+l)] (2) 
(1) . (2) . Induct 3. P ] 

•6 axb =0 . a-=0 .3 &=0 
•7 ac = bc , €"=0 .3- <^=& 

^ 2. aJ),c4sNQ O- 

•2 {a+6)(&4-^)(^+^)+^^<^ = {ab-\-bc+caXa+b+c) 
•3 (a4-&+c)(&4-c+(i)(<?+(i4-a)(d4-a4-6)4-a&cd = 



Si noti che le P2'2'3 non si alterano scambiando i segni -|" ® X 
fra loro. 

I numeri 2xX 3xX, ... 9xX 
si leggono venti, trenta, ... novanta. 

II numero 3xX + 5 leggesi « trentacinque » sottintendendo il segno -f. 
Abitualmente nella scrittura si sottintende pure il segno X, e lo si 

scrive 35. 

In generale se a e ò sono cifre, si pone 

ab=zaXX+b Df 

(In tal caso nel prodotto «X^ il segno X non si può più sottintendere). 

Ne risulta cosi 10 = lxX + = X, 
cioè il segno X dei Romani può essere sostituito dal simbolo composto 10, 

Si noti pure 02 = OxX + 2 = 2. 
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§8 h 



^ 1. a,b,c£N^ .3 -0 a[^0 =1 

•01 a\'ib+l) = (((l^b)xa 

•02 of^l =a [ Dff^ . 6 = .3 P ] 

c(!^2 =:axa [ » . 6 = 1 . » ] 

•03 1|^6 z=z 1 

[1^0=1 
65N0 . 0|S(Ò+1) =0 .3 0|S,ò+2) = [01X6+1] XO = 0X0 =0 
(1) . (2) . Induct O. P ] 

•04 0f^(a4-l) =0 



a+6|V = a+(6|V) 



Df|^ 



(1) 
(2) 



•05 c^+c = (<2|V>)+c 
tìf6Xc = (a|V>)Xc 

•1 c(J^b sNq 

[ asNo . Dff^ O. af^O eNo 
a,6fNo . ó|y>fNo .3 (a|y>)X« fNo • D^h 3- «h(^+l) fNo 
(1) . (2) . Induct 3. P ] 

•2 a|^(6+c) = of^b X of^C 

[ a,òfNo 3. «h;&+0) = tìf* = («f^òjXl = «|V> X «fO 
a,6,C5No • «K^+c) = a|^& X «f^c 3- 

aKò+(c+l)] = a^[(6+c)+l] = aKò+c)Xa = 

a\^bXc^cXci = a|^òX(«^cX«) = a|V>X«Kc+l) 
(1) . (2) . Induct 3. P ] 



Df 



(1) 
(2) 



(1) 



(2) 



•3 {axbfc = {(tc){l^c) Distrib(l^,X) 

[«,6£No 3. (aX6)hO = a|M)x6^0 (1) 

aAcsNo . (aX6)^c=a|^cX6^c 3- (aX6'h(c+l) = (aX6}|VX(aX6) = 
(f4Sc)X(6iV)XaX6 = [(«|V)X«]X[(6|V)X6] = a|\c+l)X6^(c+l) (2) 
(1) . (2) . Induct 3. P ] 



[^ sì legge « elevato a potenza » o « potenza » o « alla », e si defi- 
nisce colla PlOOl. 

02 a elevato 1 vale sempre a. 

03 Og*ni potenza di 1 è l'unità. 

•05 Convenzioni per sottintendere delle parentesi. 



. t .. li 
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1-4 (flf 6)|*>c = af*{6xc) 

[ (a|S6)|V0 =,<flK6X0) = 1 (1) 

(af*)|Vc = a>(6xc) O- (ar*)Kc+l) = ajS6)(VX(ar*) = 

a|\6Xc)Xa(V> = a,X6Xc+6) = af>[6(c+l)] (2) 

(1) . (2) . Induet O- P ] 

•» a" = af>6 Df 

^ 2. «,6£N, .3 

•1 (a+6)* = a*-\-2ab+b* 

[ » ^ (a+b){a+b) = aa+a6+6a+6fe ^ » ] 

•2 (a+6)* = a'3+a'6+3a6*H-6' 

[ » = (a+&)'(a-t-6) = (o»+2a6+6»)(a-|-6) = a«+2a'6-H*''+ 

a'6+2a6'+6»= » ] 

•3 (a+6)* = a*+4a'6+6a*6»+4a6*+6* 

•4 (a+b)' — a'+b'+Sodia+b) 

•5 (a+&)'+a*+6* = 2(a*+«6+6')' 

•6 a'(a+6)'+a*6*H-(aH-6)'6' = (a*+ab+by 

•7 (0+6)' = a*+b*-\-òab{a-\-b){a*+ab+b*) 
•8 (a+by = à'-\-b''+lab{a+b){a*-\-ab+by 
•9 {a+by+a'+b'=^{a*+abW)\.{a*+ab+by-\-ia*b\a+b)*] 

Ut 3. a,&,ceN, .3 
•1 (a+b+c)* =z a'+6'H-c'+2a6H-2ac+2&c 
•2 (o+6+c)' = a'+6'+c*+3(a»6+a6»+aV+ac'+6*cH-&c^H-6a&c 
•3 » = a'+6'+c'+3(a+6)(a+c)(6+c) 

•4 . » +3a6c=a'+6'+c'+3(a+&+(?)(a6+ac+6c) 
.5 » +a'+6'+c* = (6+c)'H-(c+a)*+(a+&)»+6a6c 

•6 {a-\-b-\-cy +a*H-&*+c* = 2(a*+&*+c») (a + 6 + e)* + 

8«6c(a+&+c)+2(a»&*+aV+6*<^ 
•7 (a+6+c)*H-a*+6'+c*= 

(a+6)*+(a+c)*+(6H-c)*H-3x4a&c(a+&+c) 
•8 (a+fi+rV = a»+6»+c'+5(a+6Xa+c)(b+cXa'+&*+c*+a6 

•9 a(&+c)*H-&(c+a)'+c(aH-&)' = (a+&)(&+c)(c+a)H-4a6c 



l'5 Invece di a|y>^si scrive comunemente a* . Il numero a dicesi « base » ; 
11 numero b « esponente » . 

Le Prop 2, 3 sono interessanti esercizi sulle regole precedenti; esse 
'crescono successivamente in complicazione. 

PsANO, Jritm. t 
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(Quadrato di a) = a^. 

(Cubo di a) = a'. 

Questi nomi sono tolti dalla Geometria. Anche le potenze successive 
verso il 1500 avevano nomi speciali, ora andati in disuso. 

I numeri X» X" X« X« 

leggonsi anche cento, mille, milione, miliardo. 

Alcuni alla parola bilione attribuiscono il valore X', altri il X*'. 

X* si legge XxX' « dieci mila » X** si legge X*XX' « centomila ». 

I numeri X^, X*, X*,... diconsi anche « unità, decine, centinaia,... ». 
Cosi due centinaia vale due cento. 

X»» dicesi anche « unità di ordine n-\-l ». Questa seconda nomenclatura 
trovasi nei libri di aritmetica elementare. 

Coi simboli finora introdotti, cioè colle cifre 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 
9, con X, base del sistema di numerazione, e colle operazioni -f"? X; [^, 
possiamo indicare qualunque numero. Cosi 

2xX3+4xX*+6xX+8 
vale « due mila quattro cento sessanta otto » . Si conviene generalmente di 
sottintendere nella scrittura i segni -|-, X e le potenze del X, scrivendo di 
seguito le sole cifre; sicché lo stesso numero sarà indicato da: 2468. 

Questa convenzione, resa possibile coll'introduzione dello per indi- 
care i posti vuoti, fu fatta dagli Indiani verso il -f400: si è diffusa in 
Europa, per mezzo degli Arabi, nel 1200. 

REGOLE PER LE OPERAZIONI. 

Addizione. 
Sia a calcolare, cioè ad esprimere in cifre, la somma 4 321 

+ 8 765 

Scriviamo i numeri in disteso: 4X'+3X-+2XH-1 

+ 8Xs+7X«+6X+5 

Per la legge Assoc+ possiamo sommare 1 con 5 
e la somma precedente diventa: 4X'+3X*+2X 

+ 8X8+7X«+6X+6 

Per Distrib(X,+), 2X+6X = 8X quindi la somma 
diventa: 4X«+3X« 

+ 8X8+7X^+8X+6 

Per Distrib(X,+), 3X^+7X« = (3-h7)X» = XxX^z= 
IX'+OX* quindi la somma diventa: 4X* 

+ 8X8 

+ lX«+0X^+8X-}-6 



Infine 4X3+8X3+1X3 = (44-8+l)X« = (X+3)X3 = 
1X*+3X» e la somma diventa: lX*-f3X3+0X^+8X-f-6 

o sotto forma abbreviata 13086 

In pratica tutte queste ragioni si sottintendono, e si scrivono soltanto 
i due termini che si sommano, e poi successivamente le cifre della somma» 
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Prova, . , 

Nelle operazioni sui numeri c'è sempre pericolo di errare; né da 
-questo pericolo sono esenti i calcolatori provetti, poiché ad essi si affidano 
appun-to i calcoli più lunghi. 

Ogni calcolo esige la verifica, per poter essere dato come esatto. La 
verìfica, o prova, spesso consiste nel far ripetere il calcolo da altra per- 
sona. Se i due risultati coincidono, si ritiene che le operazioni siano esatte. 
Se è la stessa persona che vuol verificare il calcolo, conviene che ripeta 
il calcolo a distanza di tempo, oppure che cambi il metodo. Se ^addizione 
s^i è eseguita dall'alto in basso, la verifica si fa addizionando dal basso 

in alto. 

Moltiplicazione. 

TAVOLA DI MOLTIPLICAZIONE ^ . , . . ^ ^ . 

La tavola qui accanto da i pro- 
dotti di due cifre. 

La prima fila dà i prodotti di 
questi numeri per 1, cioè essi stessi, 
per la PI 02 del §X. 

La seconda fila dà i prodotti per 
2, che per Df si ottengono aggiun- 
gendo a quelli della prima fila essi 
stessi. In generale sommando i nu- 
meri della prima fila con quelli d'una fila qualunque si ottengono per Df 
i numeri della fila successiva. 

Questa tavola dev'essere imparata a memoria per eseguire le moltipli- 
cazioni che si presentano in pratica. 

Si può facilitare questo studio ricorrendo alle proprietà del X • Esempi ; 
2X8 (CommX) = 8x2 (per Df) = 8-h8 = 16 
6x5 = 3X2X5 (AssocX) = 3x(2X5) = 3X10 = 30 
6X7 = 6X(5+2) (Distrib+,X) = 6x5+6X2 = 30+12 = 42. 
Sia ora a calcolare 4 321x7 

o sotto forma sviluppata = (4X«+3X''-f 2X+1)X7 

Distrib(X,+) : = 4x7X»+3x7X2+2x7X-f 1X7 

Moltiplico le cifre = 28X3+21X*+14X+7 

Faccio i riporti = 3X*+0X8+2X«+4Xrf7 

abbreviato in =3 0247 . 

In pratica si procede da destra a sinistra pronunciando i prodotti par- 
ziali, e le loro somme coi riporti, e si scrivono solo le successive cifre del 
prodotto. 

Sia infine a a calcolare: 4 321x567 

Scrivo sotto forma sviluppata il 29 numero : = 4 321X(5X*-j-6X+7) 

Distrib( X , +) : = 4 321 X 5X»-l-4 321 X 6X-1-4 321 X 7 

Calcolo i prodotti parziali colla regola precedente = 2160 5oo 

+ 259 26 
30 247 

« li sommo = 2 450007 
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In pratica l'operazione si suol disporre cosi: 4321 

567 



30 247 
259 26 
21605 



2450007 
Si può scrivere il prodotto senza passare pei prodotti parziali, col ra- 
gionamento seguente. Sia ancora a calcolare 4321 X56T 
Scrivo sotto forma sviluppata =(4X«+3X2+2X+l)X(5X^+6X+7> 
Molitplico ogni termine della prima somma per ogni termine della se- 
conda e raccolgo insieme quelli che contengono le stesse potenze di X. 
Trovo =4x5X6+(4x6+3x5)X*+(4x7+3x6-f2x5)X8+(3x7+2x6+lX5)X«' 

+(2X7+1X6)X+1X& 
Faccio a memoria la somma entro (.), e i riporti, cominciando dall'ul- 
timo termine ed ho = 2 450 007. 

Pei* riconoscere più facilmente quali cifre si debbano moltiplicare fra. 
loro, fu proposto (successivamente da Colson, Fourier, Cauchy), di scri- 
vere uno dei numeri a moltiplicarsi 567, su una striscia di carta, colle^ 
cifre invertite, cioè 765 e di disporre successivamente questa striscia sotto 
al primo numero, dandovi le disposizioni seguenti: 

4321 4321 4321 4321 4321 4321 

765 765 765 765 765 765 

e si moltiplicano le cifre che stanno in colonna. 

Nei calcoli pratici si debbono spesso eseguire molte moltiplicazioni ;: 

perciò si è cercato di facilitarle. A questo scopo furono pubblicate delle^ 

estese tavole di moltiplicazione. 

/, I regoli di Nepero, che ognuno si può fabbricare, sono più strisele di 

/i carta, o legno, ciascuna delle quali porta scritta una colonna della ta- 
/, vola di moltiplicazione. 

1^ I vari quadrati sono divisi con una diagonale da destra in alto a. 

/^ a sinistra in basso, e le due cifre dei prodotti si scrivono nei due trian- 
/g goli che ne risultano, come si vede dalla figura, che dà la colonna 
/, intestata 4. Volendosi moltiplicare p. es.654 per 7, si dispongano una 
l\ accanto all'altra le strisele intestate 6 5 4, e si legga la 7-a orizzontale t 
.«wa è: 7,7,7, 

e sommando per diagonali si ha il prodotto : 4| 5| 7| 8 

Fra questi regoli occorre anche quello intestato 0, e ogni colonna deve- 
essere ripetuta per poter moltiplicare numeri aventi cifre eguali. 

Una modificazione dei regoli di Nepero permette di leggere il prodotto- 
d'un numero di più cifre, per una cifra, senza fare delle addizioni. 

Ogni regolo, rappresentante una colonna della tavola di moltiplica- 
zione, è diviso in rettangoli. La figura rappresenta il rettangolo che, nella 
2 colonna intitolata 4 ha il posto 3. Esso contiene le cifre 2, 3, 4, ch^ 
— }3 sono le possibili cifre del prodotto, con delle linee. 

Volendo moltiplicare p. e. 654 per 3 si dispongono di seguito i 
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regoli intestati 6 5 4, nella cassetta rettangolare contenente i regoli, e si 
legge nella terza serie orizzontale dei rettangoli, cioè quella che porta 
scritto il numero 3 sull'orlo della cassetta, cominciando da destra in alto, 
« procedendo verso sinistra seguendo le linee tracciate, il prodotto 19 6 2, 

Sullo stesso principio Genaille e Lucas 
fabbricarono regoli per la divisione. 

Furono costrutte macchine che esegui- 
scono automaticamente Taddizione e la mol- 
tiplicazione ; ma esse sono complicate e co- 
stose. 

I logaritmi forniranno un altro mezzo 
comodo per eseguire le moltiplicazioni. 

Le potenze dei numeri si calcolano, colla definizione, eseguendo suc- 
cessive moltiplicazioni. Esistono tavole di potenze. Eccone un saggio : 
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TAVOLA DEI QUADRATI 
20 30 40 50 60 70 



80 90 



lOÒ 900 1600 2500 3600 4dÒ0 64ÒÒ glÓÒ 

441 961 1681 2601 3721 5041 6561 8281 
481 1021 1764 2704 3844 5184 6724 8464 

529 1089 1849 2809 3969 5329 6889 8649 
576 1156 1936 2916 4096 5476 7056 8836 

625 1225 2025 3025 4225 56^ 7225 9025 

676 1296 2116 3136 4356 5776 7396 9216 
729 1369 2209 3249 4489 5929 7569 9409 

784 1444 2304 8364 4624 6084 7144 9604 
841 1521 2401 3481 4761 6241 7921 9801 

I quadrati successivi sono disposti in colonna. Cosi volendosi il qua- 
drato di 76, si leggerà nella colonna intestata 70 e nella fila intestata 6 il 
numero 5776. 

Questa, tabella si calcola facilmente colla P 
^fiNo .3 {a+iyz=za^+2a+l, cioè: 1» = 0«+1, 2» = l«+3, 3» = 2»+5, ecc. 

Dalle formule §|S21-2-3 si ha p. e. 11^ = 121, 11» = 1331, 11* = 14641. 
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PROPRIETÀ DEI NUMERI 
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Hj^ 1. a,byC, de Cls .3* 

•0 ahjc =; {ab)sjc : aubc = a\j{bc) : asjb'^2 .: 
a\jbuc = {aJb)^c : ccf a<j& .=. xs{a\jb) 

'ì aj) £ Cls -2 «3 ^^^^ 

•1 a^a = a 

'2 Owfe = ÌKta 

•3 (aj))\jc = asé{hjc) = Owftu? 



Df 



•3 b^ a-»ft 



Comp 



Comm w 
Assoc u 



au6 si legge « a o 6 », e anche « somma logica di a con 6 » . 

Es. a,òfNo . aX2>=0 O- ^=0 •'^- ^=^ 

Se a e 6 sono numeri, il cui prodotto è 0, allora o è nullo a, è 
nullo b. 

a,6fNo : a-=0 .w. 6-=:0 O- a+^=^ 

Se a e 6 sono numeri; e se a non è nullo, ovvero se b non è nullo,, 
allora anche a-\-b è diverso da » . 

Se nelle Pll'2*3... si scambia il segno \j con <^, e invece di dry) si legge^ 
63^» si ottengono tante P del §£. 

La PI '4 dicesi «comporre per somma logica», abbreviato in Compu, 

Es. a,6,c,rf£Cls . ary^tc . b'^yd . c^yi O- à^yi 

Questa forma di ragionamento dicesi « dilemma » . Essa è riduttibile 
al Compj e al Syll. Invero dalle ipotesi Compu si ha: aZÌb\JC . bjcZydr 
e pel sillogismo si ha la tesi. 

Altro esempio : Arabi 3 Mussulmani . Persiani 3 Mussulmani. 

Componendo per u si ha: Arabi s^ Persiani 3 Mussulmani, 

cioè: Chi è Arabo o Persiano è Mussulmano. 

Ma in questo caso, nel linguaggio comune si dice pure « Gli Arabi e 
i Persiani sono Mussulmani » cioè, a seconda del contesto, la congiunzione 
€ del linguaggio ordinario, corrisponde ora ad n, ora a \j, 

2*2*3 Proprietà commutativa e associativa dell'operazione o. 
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^ 3. afiyce Cls .3 
•1 wsa .u. xsb .=. xe aj) , Distrib(£,w) 

^ 4-1 a,&,C£ Cls .3- «(&w^) = abséac Distrib(^,u) 

3^5. a,&£Cls .3 

•1 X3{ xsa. .w. xsb ) = cuj) Distrib(3,w) 

•2 aJ) = X3(c£ Cls .a'^c . b'^c .^c ^^^) ^ft^ ^ 

- ^ 6. ayb,c,d£ Cls r). 

•1 -(anft) = -a s. -& -Il owfe = -|(-aM-6)l Dfp 



3*1 Dire che a; è un a x è un ò, equivale a dire che x è un a o b. 
Questa Prop dice che il segno e è distributivo rispetto ad \j. 
Il segno ZD non è distributivo rispetto ad u. 
Es. No^ D 4No w (4:No+l) 

Ogni numero quadrato è un multiplo di 4, un multiplo di 4 più 1. 
Sapendo che 49 s Nq*, deduco che o 49 è un multiplo di 4, ovvero ch^ 
è un multiplo di 4 più 1; e questo è il caso, poiché 49 = 12x4+1. Ma 
dalla proposizione citata non posso dedurre 

No'^ D 4:No .u. No' D 4No+l 
« Ogni quadrato è un multiplo di 4, ovvero ogni quadrato è un mul- 
tiplo di 4 più 1 », poiché queste Prop sono amendue false. 

Una Prop della forma a^^ftwc dicesi « giudizio disgiuntivo » . 
4*1 L'operazione n è distributiva rispetto alla u (come la X rispetto 
alla +). 

Es. Elettore = Maggiorenne r> (Istruito w Proprietario) 

si può trasformare in 

Elettore = (Maggiorenne r> Istruito) w (Maggiorenne n Proprietario) 
5*1 II segno 3 è distributivo rispetto ad w; cioè 

X3[(x£a)u{xsb)] = [X3{xsa)]\j[x3(x£b)] = auò 
•2 La classe «u6 è formata dagli x tali che, comunque si prenda una 
classe e che contenga a e che contenga 6, sempre si ha che x è un e. 

Questa Prop ha i caratteri d'una definizione possibile, poiché il primo 
membro contiene il segno w, che figura solo nel presente §, mentre il se- 
condo contiene soli segni dei §§ precedenti. 

6*1 La negazione del prodotto logico di a e 6 é la somma delle nega- 
zioni di a e 6. La '11 è un'altra definizione possibile del segno w; cioè a 
b vale: non (non a e non 6). 
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6-2 -(ow^) = (-a) (-&) -21 0^6 = -r(^)^(.j,)] 

•3 a-& 3^ •=• ^3 ^ Transp 

•4 a6 3 <^^ •=• ^^ 3 ^ •^ Transp 



§10 a 
^ 1. a,6fCls .3)-* *0 aa .=. -(a 3)-^) Dfa 

•01 goò .=. a(a6) Df 

•2 a'^b . aa .3). a& 



•2 La negazione della somma è il prodotto delle negazioni. 
Queste ultime proprietà furono enunciate chiaramente da de Morgan 
nell'anno 1858. 

•3-4: Esprimono altre regole del « trasportare » . 
Esempio 1. a,6,c£No . ac=bc . c-=:0 .3* <^=& 

Trasportando colla regola 6-3 si ha: 

a,6,C€No . ac:=bc .3- ^=^ •^- <^=^ 
Esempio 2. a,bsì^o . ax&=0 .Z). a=0 .u. 6=0 

Trasporto colla regola del §-1*3, ed osservo che la negazione dello somma 
è il prodotto delle negazioni; essa diventa: 

a,6fNo . a-=0 . 6-=0 .3. aXb -=0 
La scelta di una delle definizioni possibili 5*2 e 611 come definizione 
effettiva del segno u, e la deduzione delle Prop di questo § dalla Df e da 
quelle dei §§ precedenti, è una questione di Logica su cui qui non pos- 
siamo fermarci. 

§a 

Il segno a si legge « esiste » « esistono » . 

•0 Se a è una classe, dire che esistono degli a vuol dire che la classe 
a non è contenuta in -a. 

a<W> « esistono degli a e 6 » equivale alla proposizione particolare 
« qualche a è 6 » . 

•1 Se se è un a, allora esistono degli a. E precisamente per provar© 
4'esistenza d'una classe si porta l'esempio d'un x appartenente alla classe. 

Es. OfiNo .D. aNo 

•2 Leggendo ab invece di a, e osservando che a^y^ò .=. a3&> ©ssa 

diventa : 

aOib . aa .3. goò 
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l'3 'Korò r^. aa.a6 
•4 a^h.^=. '^C\^c3{a=^h^) Dfp 

M (x;t/)ea r^x.y. ysb :=: a a?3[(aj;//)£a] Oy- ?/^^ 

Elima? 



■ Il 



Se ogni a è 6, e se esistono degli a, allora qualche a è 6. 

In logica questa P esprime la conversione della proposizione generale 
in particolare. La condizione ga è spesso sottintesa. 

Però, anche se colle lettere a fi.,, indichiamo classi effettivamente esi- 
stenti, il loro prodotto arò può dare benissimo la classe nulla o vuota. 

Cosi dalla Prop « il dragone è un serpente che soffia fiamme » , che si 
può ritenere vera per definizione, non si può dedurre che « esistono ser- 
penti soffianti fiamme » . Questo esempio fu riportato nella Logica dello 
Stuart Mill, ove l'A., invece della regola esatta l'2, ne deduce impropria- 
mente che ogni Df affermi l'esistenza della cosa definita. 

Ora come in Algebra si considera una quantità, la si chiama x, e dopo 
un calcolo la si può trovare =0, cosi in Logica matematica si presenta il caso 
di incontrare una classe indicarla con una lettera, o segno, e trovare che 
essa è la classe nulla. Certo era inutile introdurre un nome nuovo per in- 
dicare lo il /\, quando ciò si sappia; ma può essere utile il farlo fin- 
ché non lo si sa. E precisamente i segni num, max,... possono dar luogo 
a non esistenze. 

Analogamente tutte le forme di sillogismi che trovansi esposti nei 
trattati di Logica generale, e in cui da due proposizioni universali si de- 
duce una particolare, sono insufficienti. Sonvi in esse tre premesse, due 
dette, ed una, l'esistenza d'una classe, sottintesa. 

Quest'osservazione trovasi in tutti i libri in cui la Logica è trattata col 
sussidio dell'Algebra. 

21 Dire che se la coppia {x'^y) soddisfa alla condizione a, no risulta, 
qualunque si siano x q y^ che y suddisfa alla condizione 6, equivale a dire 
che se esiste un x tale che (cc;2/) soddisfi alla a, ne risulta qualunque sia 
2/, che y è un 6. 

Il passaggio dalla prima proposizione alla seconda dicesi « elimina- 
zione della x». . 

Esempio di eliminazione: 

Syll .13: ofiCls . cry> • ^^<^ O- ^£^ 

§a Pl-1 O: > )> » .D. aò 

Elim X 0« afiCls . aZ^b - a^ O- 3^ 

che è la §al-2 

2; 2 Dire che si può determinare un x tale che si può determinare un 
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2*3 X3\'3. y3[x£a . (x;7/)eb]\ = X3\x£a . a .y3[(i>c;.v)£6]| 

•4 aaoa?3Ja6^y3[(^;?/)£c]j .=. a6^ y3Jaaoa?3[(^;j/)f^]i 

•3 a (x]y)3(x£a . y£&) .=. aa . a6 

•6 ir5[a?£a : ysb r^y, {x;y)sc] = X3[yeb r)y, xsa . (ir;i/)£<?] 

^ 3. a,6fCls Q: 
'1 a(aw&) .=. aa .u. a6 j Distrib(a,^) } 

^4-0 /\ = a?3(a£ Cls Q^. xsa) Df /\ 

a,6£Cls .3- "1 AD^ '2 ^^A = A 
•3 as>/\ = a '4 (iJ)z=z/\ .z=. a=/\ . &=A 

•3 a=/\ .w. 6= A •!!)• ^b=/\ 
•6 a-a =y\ 

•7 a3& •=• ^^& =A Transp 

•8 aa .=. a-=/\ '9 a=y\ .=. -aa Dfp 



y tale che il sistema {x;y) soddisfi alla condizione a, equivale a dire che 
si può determinare un y tale che si possa derminare con x tale che il si- 
stema soddisfi alla stessa condizione. 

4*0 II segno /\ si legge « nulla » , o « classe nulla » o « classe vuota » . 
arb=z/\ indica la P uni versalo negativa « nessun a è 6 » . 
Le P-2*3*4-5 corrispondono alle aritmetiche: 
a,Ò£No O: aXO = a+0 = a 

a+6 = .=. a = . 6=0 a = 0.w. = 0.3 «X6 = 0. 

Si badi che^. non possono sussistere calcoli su due sistemi diflerenti di 
oggetti, ed aventi le stesse proprietà; poiché due enti aventi le stesse pro- 
prietà sono eguali. Cosi mentre in aritmetica l'ultima proprietà è inverti- 
bile, cioè: a,6£No . aX6 = .3- « = .w. 6 = 0, 
la P4:*5 non si può invertire. 

•7 Ogni a è b vale nessun a è un non b. 

Le P-8'9 collegano i segni a e >\. Si potrebbe far a meno di uno di 
questi segni. Qui si preferisce usare il segno g. 

Il segno /\ fra P si può leggere « assurdo » , e sussistono le proprietà 
precedenti. Esempio : La §+1*5 : ofiNo O- <^+l -=0 

Transp colla regola '9 diventa : asNo . a-[-l=0 .=A 

Oper as: Nona3(a+l =:0) =/\, e per la '8 -3Norv?3(a-t-l=0). 
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§11 t 

^ 1-0 ix = y3{y=x) mi 

•01 ys IX .=. y£{ix) : aZ) ix .=. àTXix) : a=i<ir .=. a=(<3c) Df 

•1 ystx.=:.y=X [ Dft . Oper ye .3. P ] 

•2 aeCls .3- ^^^ •=• f^ 3^ 

[ §£ 4*3 O* «^ Cls . cc5a . ys ix O» y^^ ^1) 

(1) . Export O-'- «fi Cls . cesa O* V^ '^c Oy • y£« (2) 

(2) . Oper 2/3 0« <^£ Cls . xfa O- '^ Z3« (3) 

§= •! O- a?f «5P (4) 

(4) .3* «f Cls . IX 3« O* ^s '^ • '2C 3^ O» ^£<^ (5) 
(3)(5)DP] 



§12 Cls' 

^ 1-0 ft£ CIS O. Cìs'k = CIS n ^^(.r^/j) Df 

'ì u+a =: X3['3. vr^ y3{x = i/+a)] Df 

•2 a+i^=: * » (a; = a+2/)] Df 

•3 U'\'V = a?3[a(i/;2^)3 (j/ew . zsv . a? ^ 2/+^^)] Df 

'4 a'\'ii = ^^+a '5 1^+^ = ?;+w j Comm + } 

*6 U'\-{V'\'W) = (^4"^-)+^ = u+V'\-w \ Assoc + j 



l'O IX, che si legge « eguale ad aj » , indica la classe degli y tali che 
y è eguale ad x ; cioè la classe composta del solo individuo x. 

•01 Abbreviazioni di parentesi. 

'1 y è eguale ad x significa y eguaglia x. Basta operare con xe sulla 
Df di {, Quindi il segno = è equivalente al gruppo ss. 

•2 Esprime una Prop singolare mediante una Prop universale. 

§Cls' 
l'O Se & è una classe, allora col simbolo Cls'fc, che si legge « classe 
di k 9, si intende : classe contenuta in k. 



1 



28 Cls; 

•1--3 (X I +)PM--3 Df 

•4 auz=iiùa '5 uv = vu '6 v{vw) = (w??)i«? = uvw 

' 7 a(^^+^?) = au+av 

^ 3. UjVe Cls'Nj, . a,6fNo •!!)• 

•1.-3 (M+)PM--3 Df 

•7 (ax&)l^w 3) à|^i^ X 6|^w -8 u'^^^'^u'^u^ 



'1 Se w è una classe di numeri, e a è un numero, u-\-a indica le 
somme della forma y+a, ove y è un numero qualunque della classe u, 

•3 u-{-v indica l'insieme dei numeri che si ottengono sommando un 
u con un v. 

2-1--3 Sussistono le stesse definizioni 1-1--3, leggendo X invece di +, 

Il segno I qui si legge « invece di », o « al posto di »; sicché le 2'1'3 
si leggono : 

Le 2*1- '3 si ottengono scrivendo X invece di -j- nelle P1-1--3. 
3-1--3 Si ottengono scrivendo |V invece di -j- nelle Pl*l*3 

Sussistono per le somme aritmetiche di classi le proprietà delle somme 
di numeri. Cosi pure pei prodotti e potenze. 

Si osservi però che la 2*8 non è invertibile. 

Per es. NoX(l+l) = 2xNo = « numero pari ». 

invece No X 1+No X 1 = Nq , 

e mentre la prima classe è contenuta nella seconda, non sussiste l'inversa. 
Lo stesso per la 3*7 -8. 

In generale se un'uguaglianza è vera qualunque si sia il numero a?, 
e se ambi i membri contengono la lettera x scritta una sola volta, essa 
continua a sussistere se al posto di x leggo u. Ma se il primo membro 
contiene la x scritta una volta, e il secondo la contiene scritta due volte, 
leggendo al posto di x la classe m, il primo membro è solo contenuto nel 
secondo. 
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§13 N, 

Hit 1-0 N. = N,+1 Df 

•i NONo 

[ osNo . 6=a+l . §+1-2 O- àsì^^o (1) 

(1) . Elima O: g No^3(6=a+l) O- ^^N^ 

(2) . DfNj O: 2>£N, O. 2>«No (3) 

(3) . Operò? .3 P ] 

[ §+11 . §«1-2 . P-1 O. fO D No . NiDNo . Cmpw O- «0 w N^ D N» (1) 
§=•1.3 Of<0 (2) 

Df Ni 3: a«No 3- «+1 fN^ (3) 

(2) . (3) . Induct 3. No D ^0 w Ni (4) (1) . (4) 3. P ] 

•3 0-£N, 

[ §+1-5 O: ««No . 6=a+l 3. 6-=0 
Elim a . Df N, 3: òsN^ 3. 6-£<0 

Comm(-,£) 3: òsN^ 3. òawO 

Oper 63 3. Ni D -«0 

Transp 3. K) D -Ni 
§d-2 3. P ] 

•4 N, = N,-eO Dfp 

[ P-3 . Operato 3. No-«0 . = Ni-rO . Nì-«0=Nì 3. P ] 



1*0 Ni, che si legge « numero naturale » , indica i successivi dei numeri. 

•1 Ogni numero naturale è un numero. E la Pp 1-2 del §-|-, diver- 
samente enunciata. La Dm analizza i vari passaggi della trasformazione. 

La Pp citata è ofiN© 3- ^+1 ^No. 

Pongo 6=a-|-l; ho afNo . 6= a-\-l .3- àsNo 

Se a è un numero, e se 6 è eguale ad a+1, anche 6 è un numero. 

Qui THp contiene due lettere a e 6, e la tesi la ^ sola lettera b. Quindi 
a questa Prop si può applicare la regola dell'eliminazione. Essa diventa: 

a[a3(a£No . 6=a-|-l) .3- bsìi^o 
Distrib(3,n) : g No'vi3(6=: a+1) .3. ftfiNo 

Se esiste un numero a tale che sia b eguale ad a+1, allora & è un 
niunero. Ma per Df §ClsTl-l essa diventa 

òfNo+l 3- ftfNo, onde per DfNi, e Oper 63 si ha la P. 

•2 La classe dei numeri è formata dal numero e dai numeri naturali^ 

•4 I numeri naturali sono i numeri non nulli. Si può assumere per Df. 
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1-5 No-N, = ^0 

•0 b>a .=. &£ a+N, Df> 

•01 a<b .=. b>a Df< 

•02 a>ò>c .=. a>b . ?;>c Df 

[ a;,y£Ni . c= b-\-y . ò= a+x O- c= a-\-x-\-y =: rt+(.x4-.y) O- ^>« (1) 
(1) . Elim(x;z/) O- P ] 

xeNi . 6+c = a-K+5C . Oper — e O- ^== ^+^ O- ^>« (2) 

(1).(2) . Elim £C .3 P 1 

•3 &>a . d>><^ O- ^+d > ^ + <^ 
[ Hp . P-2 O. ò+t/ > a-\-d . a-f-^ > a+c . P-1 O. Ths ] 

•4 a=0 .w. a>0 [ Pl-2 O. «f 'Ov^N, O. P ] 

•5 a=:^& .u. a<Cb .u. a>& 

[ aaNo . ^=0 . P-4 O- P (1) 

a,6£Xo . «=6 O- «<&+! (2) 

. a<6 O. » (3) 

. cfNo . a=zb+{c+l) . P-4 O. a:=b+l .sj. a>6+l (4) 

. a>& . (4) . Elimc O- * (5) 

» : azrb .sj. a'^b .w. a>6 : (2)(3)(5) . Cmpu O* 

a< 6+1 .w. a= 6+1 .w. a> 6+1 (6) 
(1) . (6) . Induct O. P ] 

•6 -(a>a) [ -£ Ni O. a+0 -£ a+Ni ] 

^ 3. a,&£No .3 -0 b^a .=. a^b .=. 6£ a+N^ Df ^ 

•1 » » .=. -(6<a) Dfp 

•2 » » .=. 6>a .u. 6=a Dfp 



» 
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1-5 La classe dei numeri non numeri naturali è costituita dal soloO. 
2-0 Essendo a e 6 dei numeri, si dice che 6 è maggiore di a, e si 
scrive 6>a, quando 6 è la somma di a con un numero naturale. 

•01 E si dice che a è minore di 6, e si scrive a<6, quando 6 è mag- 
giore di a. 

'2 Da 6>a si deduce b-\-c > a+c, e viceversa. 
3'0'1*2 Si dice che 6 è maggiore o eguale ad a, e che a è minore o 
aguale a 6, e si scrive 6^«, e a^b, quando 6 è la somma di a con un nu- 
mero, ossia quando 6 non è minore di a, ossia quando è b'^a o è b^ui. 



^ 4-0 aeNo . be a+ì^, .3 a-b = (a+N„) -(&+N,) Df - 
•1 » a— & i=: No^^5(a^x^6) Dfp 

•2 » . ceìHo O- <^+(«"*&) = {(^+à)"*(c+b) 

Distrib(+,-) 

•3 aéN^ .3' ^'"^ = ^^ 

•4 (0-a)+(0-6) = 0-(a+&) Distrib(0-,+) 

•5 0"*a = 0— & .=. a=b 

•7 No = NoX(a+l) + 0-a 

^ 5. a,&,cfNo .3): 

•1 bsìU^xa . ccNoXft .3 ^^N^xa [ (X|+)P2-1DP ] 

•2 b£ NoXa .3 NoX& 3 NoXa 

[ P-l . Export O'- «£^0 • ^£ NoX« Oj C£ NoX^ O- ce NyX« 
Oper C3 O- P ] 

•3 byC£ NoXa .3 ^+^ ^ NoXa 

[ cCj^eNo . h-=Lxa . czziya O- &+c = (x+y)^ O* ft+c £ NoX« (1) 
(1) . ^\ìm{x',y) O. P ] 



a'"h si può leggere « da a fino a &», o brevemente « a fino 6 », e 
indica la classe dei numeri compresi fra a e 6, questi inclusi. 

NoX« si suol leggere « multiplo di a ». 

5*1 Se a è un numero, e 6 è un multiplo di a, e e è un multiplo di 6, 
sarà e un multiplo di a. 

Questa P, colla Dm relativa, si ottiene leggendo X invece di + nella P2'l. 

•2 Se a è un numero, e 6 è un multiplo di a, alloro ogni multiplo di 
& è un multiplo di a. 

•3 Se 6 e e sono multipli del numero à, anche 6+c è un multiplo di a. 

Infatti, se x,y sono numeri, e se b=zxX^, e c=yX«, per Distrib(£c,+), 
sarà b-{-c=z{x-{-y)a, onde b-{-c è un multiplo di a, (1) 

La Prop(l) contiene nell'Hp le lettere x e y che non figurano nella 
Ts; quindi si possono eliminare, e si ha la Prop: 

a (ac;y)3[a:,y£No . òz=xa . cz=:ya] .3 6+c£NoX«. 

« Se esiste una coppia di numeri x q y tali che^ sia ò=: xa e c= ya, 
allora sarà b-\-c un multiplo di a » . 

Ma per §a2*5, r« esiste» si può distribuire alle due lettere se e y, e 
la Prop diventa: 

a x3(5C£No . 6= xa) • a ysCyfiNg . c= ya) O. Ts 
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5-4 



NoXa 4- NoXa = NoXa [ = P*3 ] 

•5 6,6+ceNoXa .3 <?£NoXa 
•fi be ìiioXa 3- ^^ ^ ì^oXac 
•7 m,n£NoXc O- «^+&^ £ NoX(? 

•8 a{a+l) e 2No . a{a+l){a+2) e 6N, . a(a+l)(2a+l) e 6N0 
•9 a+6 £ 2No .=. ape 2No .w. a,he 2N^+1 



^ 6. a,6,c,d£N, 3- 
•0 a>>6 .3 (^c^hc 

[ acfiNi . «=: &+a; O* <^ = ^c+scc O- <^c > &c (1) 

(1) . Elimsc O. P ] 

'ì ac^bc 3- ^^^ 

[ PO . a^ ,ZD' oc t^bc , Transp O- P ] 

•2 a>>6 .=. ac^bc [ =p-o-l ] 

•3 a>>6 . c>>d 3- ^ ^ ^^ 

[ Hp . P-0 O. ac>6c . 6c>M O- Ths ] 

•-4 a>>6 . c^d 3- ^c+bd >> ad+bc. 

[ Hp . ir,2/5Ni . o=&+a5 . c=:cf+?/ O- ctc-{-bd ziz 2bd-{-by-{-dx-{-xy , 
ad+bc = 2M+6^+da; O. Ths ] 

^ 7. a^b^m^néN^ 3- 
•1 a>& 3. a'^>b'^ 

[ m =z 1 .3. P (1) 

meNi . a>b . a'»>6m 3. a«*+i>6»*+i (2) 

(1) . (2) . Induct O. P ] 

'2 a>>l . nC>n 3- ^"* > ^'* 
[ Hp . psNj . m = 71+^ O- «r^(n+p)=flf«nX«|V • ^i^>l O* P ] 

^ 8-1 No'34Nou(4No+l) 

[ No = 2Nou(2No+l) . (2No)«D4No . (2No+l)* D 4No+l .3 P ] 



Se esiste un numero x tale che sia bznxa^ e se esiste un numero y 
tale che sia c=:ya, sarà vera la tesi. 

E per la Df §Cls'21 si ha la Prop enunciata, 

•8 II prodotto di due numeri consecutivi è sempre pari. 

8*1 Ogni numero quadrato è un multiplo di 4, o un multiplo di 4 più 1. 
Esso è pure un multiplo di 3, o un multiplo di 3 più 1* E cosi via. 
Le prime Prop trovansi nell'Aritmetica di Theone da Smirne. 




N^ 33 

N,» D 3No sj (3No+l) N,* 3 4No u {8N0+I) 

No» D 5No u {5No+l) ^ (5No+4) No' D 7N, u (7No+l) ^ (7No+6) 

No' D 9No u (9No+l) ^ (9No+8) N,* 3 5N, w (5No+l) 

« 9. 

•1 N, 3 Nj*+No*+N,*+No» I Bachet a.l621 p.241 : 

« Omnem autem numerum vel quadratum esse vel ex duobus aut tribus 
aut etiam quatuor quadratis componi, satis experiendo deprehendis. » j 

{Dm. Fermat t.l p.305; Lagrange a.l770 t.3 p.l89 j 

•2 N,'+N,' 3 Ni-N,' j AlchodschandI a.992 j 

•3 N,*+N/ 3 N,.N,' I Fermat t.l p.327 j 

•4 neNo+3 .3 N,^+N,** 3 N,-N,^ j Fermat t.l p.291 : 

« Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos quadrato- 
quadratos, et generaliter nuUam in infìnitum ultra quadratum potestatem 
in duas eiusdem nominis fas est dividere: cuius rei demonstrationem mi- 
rabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas non caperei ». { 

^ 11. a,&£N, .a-=& .3- 

i a*+b^ > 2ab [ P60P ] 

•2 2(a»+&») > {a+by [ P-l D P ] 

•3 («+&)•> 4a& j EuCLiDES VI P27 j [ P13P] 



91 Ogni numero naturale è la somma di quattro quadrati, di cui al- 
cuni nulli. 

Verificato esperimentalmente dal Bachet, e dimostrato da Fermat e 
Lagrange. 

•2 La somma di due cubi non è mai un cubo. Dimostrato da Eulero. 

•3 La somma di due quarte potenze non è mai un quadrato. 

•4 Se il numero n è maggiore di due, mai la somma di due potenze 
n è una potenza n. Enunciato da Fermat, il quale scriveva sul margine 
delle opere aritmetiche di Diofanto ; e la ristrettezza del margine non gli 
permise di scrivervi anche la Dm, la quale manca tuttora in generale, 
benché la verità della Prop sia provata per moltissimi valori di n. 

11. Se si fa a=&, tutte queste diseguaglianze diventono eguaglianze. 

Queste Prop si estenderanno a quantità qualunque. Allora la -3 p. es. 
si può leggere: Data la somma a-\-b di due quantità, il loro prodotto è 
massimo, quando esse sono eguali ; dato il prodotto aò, la somma a-\-b è 
minima quando esse sono eguali. 

Parecchie di queste Prop si possono pure dimostrare ricorrendo alle 
Prop del §n. 

Peano, Aritm. 3 
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11 -4 a'+// > al/a+b) i Harriot p.79 J 

•6 4(a'+&») > {a+bY 

[ P-5 O. 4rrt3-f63|>iVi+6)X2.«^+ò^) . P-2 .3 P ì 

•7 3(a*+aV/+&') > (a'+aft+ft*)' i Bertrand a.l85ò p.l42 j 

•8 2{a'+a'b'+b'} > 3a6(a*+&») 

•9 A(a*+ab+by > 3*{a^b+aby \ Harriot a. 1631 p.85 { 

•91 3'(a'+a*b+ab'+b')' > 4'aV/(a^+ab+V^^ 

^ 12. a,&,<?£N4 . -(a=&=r) .3- 

MI a^+b^+r^'>ab+ac+bc [PiiOP] 

i 2 3(a*+6*+0 > (a+b+cf > 3(a«^4-a^+6c) [PiOP] 

i 3 a^b^c . a'\'b >c .3 2(ab+ac+bc) > a'+6"+^ 

[ Hp O. r6+c )«>«-^ . {c+a)b>b^ . (rt+6)c>c^ O- P ] 

• J 5 2(a'+&»+^) >a\6+c)+b*(^+a)4-c'(a+&) [ PiiOP ] 
i 6 3{a'+b^+(f) > (a+6+(?X^'+6'+0 [ P15 D P] 

• 1 7 3(a'+«^'+c^ > (a+6+cX^64-ac+6c) [ Pli . PI6 3 P ] 

M 8 9{a^+b^+(f)Xa+b+cf [ Pi6 . P12 3 P } 

M 9 a\b+c)+b\c+a)+c^{a+b) > 6a6<? [ piii 3 p ] 

•20 a'+b'+(?' > 3a6c [Pio . P19 3P ] 

j 'ìi'ind'^i) Harriot a.l631 p.84 \ 

•2 1 Sia'W+c") > 3(a+6)(a+c)(6+c) [P15 . P-20 3P] 

•22 {a+b+c){a*+b^+c^) > 9abc [ P19 . P-20 3P ] 

23 2(a+b+cXa'+b'+(f^)>S[a\b+c)+b\c+a)+c\a+b)] [P-15 DPI 

•24 (a+b+c)* > 3^abc [ Pi9 . P-20 3. p ] 

j Harriot a. 1631 p.85 : « Si quantitas secetur in tres partes inae- 
quales Cubus è tertia parte totius major est solido è tribus partibus insBqua- 
libus. Si sint quantitatis tres partes inaequales p, q, r, est... 



p+q+r 

p+q+r 

p+q+r 



21pqr 

- ì 



•25 {a+bXb+c){c+a) > 8abc [ P19 3 P] 
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12-26 a'+b'+c'+3abc > a\b+c)+b\c+a)+(f(a+b) 
•27 a^b^c .3- ci^b'\-b^c-\-c^a > aV+&*a+c*ft 

•30 {ab+aC'\-bcf > 3a&c(a+&+^) [ {bc,ca,ab) \ {a,h,c) P12 3 P ] 

•31 a*4-b*+c* > abc{a+b+c) 

[ {a%b\c*) 1 (a,6,c)Pll O. rt*+ò*+c* > «^ft^+aV^+ft-^c» (1) 

lab,ac,bc)\{a,b,c)Fll O. a-^'^+rt-c^+ò^ea > «^^efa+ft+c) i2) 

(1) . (2) O. P ] 

•32 (a+&+c)(a'+&'+c') >(a«+?>«+c»)' 

^ 13. a,b,Cyd£Ìif^ . ^(a=b=c=d) .3- 
•i 4(a^+b''+(?^+d') > (a+&+^+rf)« 

•2 3(a*+&'+c'+d^ > 2{ab+ac+ad+bc+bd+cd) [PiDP] 
•3 3(a+b+c+d)' >8( » * ) [P-2DP] 

I •2^3 MacLaurin a.l726 LondonT. t.34 p.l09, 104, 112 j 

•4 a,b,c,d£N^ . '(ad = ftc) .|3- (^*+&*) (^'+^) > (ac+bd)^ 
•5 a,b,6?,rf£N, . -(6trf = bc) O- (a'rf'+bV) (c+d)' > (a+6)Vrf' 
•6 a,byCydye/£N^ . ^(aef= bdf=z cde) .3- 

^ 14. afi,?n£N^ . a-=6 .3- 
•2 2"*(a"*+*+&*"^») > (a+6r^* 



SOTTRAZIONE E DIVISIONE 



§14 



•0 z:=ia .=. a=:iz Df? 

•1 teCls .3-'- ia£b.=: a= ex ."^ ^. xsb :=: 

a ir3(a= ^ . xeb) :=: a a^6 :=: a^b Dfp 

'2 ?«£« -3 t(m)=a 'A 7{ix)=x 

•5 /\^= 1 X3[a£ Cls .3a- ^i^«=^J Dfp 

•6 0= 7(No-Ni) Dfp [ No-Ni = tO . Oper J O- P ] 



Sia X un oggetto qualunque ; ix è la elasse formata dal solo oggetto x. 
Viceversa, sia a una classe contenente un solo oggetto; con m, che si 
legge «l'a», o «quell'a», si indica quell'oggetto che costituisce la classe. 

•0 Se a è una classe, ed esistono degli a ; e se, comùnque si prendano 
due individui x q y nella classe a, sempre si ha cc=y, cioè se la classe 
contiene un solo individuo, allora diremo che zz:zia quando la classe a è 
indentica alla classe iz. 

•3-4 Esprimono che i due segni i e t l'uno dopo l'altro si distruggono. 

•5 E una definizione possibile del segno /\ della classe nulla. 

/\ è quell'a? tale che, comunque si prenda la classe a, sempre si ha 
x^«-a; cioè nulla è il valor costante dell'espressione «-a, qualunque sia 
la classe a. 

Si noti che la Prop §a 4*6 : as Cls .3- ^^^^^ =A 
non è una Dfp, poiché in quest'eguaglianza un membro contiene la lettera 
a che non vi figura nel secondo. 

Invece l'attuale 5 contiene un simbolo costante /\, e nell'altro figu- 
rano due lettere x ed a, ma queste lettere vi figurano solo apparentemente ; 
si capisce che il valore, o significato del secondo membro non varia se al 
posto di X leggo y; e al posto di a, b. 

Una lettera si dice « apparente » in una formula, quando il valore, o 
significato, di quella formola è indipendente dal nome della lettera. Si dice 
« reale » , quando il suo yalore dipende dalla lettera. 

Nell'espressione a-a=x le lettere x ed a sono reali. 
In as Cls .3« • ^"^ =^? la lettera x è reale, la lettera a è apparente. 
In X3 {asCìs .^a • ^^^ =^)? ^^ lettera x è apparente. Poiché quest'espres- 
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§15 - 

^ 1-0 asN^ . bs a+No -3 &— a = 7[No ^ X3(x+a =b)] Df — 
•1 » » fc— a £No . {b—a)+a^=b 

[ Hp O- a No n X3{b=z x+a) (1) 

Hp . x,ysì^Q . &= x+« . &= 2/+« . §+ 4*5 O- 2c=y (2) 

(1) . (2). §;P-1 O. 6— a 5 Nq n 5Cj(.'r+a = b) ] 

•2 a,6€No . 13 . (6+a)— a ^6 

[ (b+a) \b PI O. [(6+a)— «]+a = b+a . §+4*5 O. P ] * 
[ a-{-0 ^a . Oper — . Oper — a .3- P ] 

a — b—c = {a—b)+c . 

(a^b^c = a—b)—€ Df 

•5 byCsNf^ , ae 6+c+N^ .3- d—ib+c) = a—b—c 

[ a^b—c-\-{b-\-c) = a— 6— c4-(c+&) := a— &— c+c+6 = 

a—b+b = a . Òper —(b+c) O- P ] 



sione non contiene più alcuna lettera, ci è permesso, preceduta dal segno 
1, indicarla con un segno costante /\. 

•6 Sì ha 70 = No-Ni 

cioè dagli No sopprimendo gli N^ si ottiene la classe formata dal solo 0; 

di qui, operando con j si ha: 

0= ;(No.N,) 

« è quel numero che non è il successivo di alcun numero » . 

§- 

1*0 Se « è un numero, e 6 è un numero da a in poi, allora con b — a 
si indica quel numero x tale che x-{-a=zb. 

1 Nelle stesse ipotesi su a e 6, b — a è un numero; e (b — a)-{-a vale b. 
Infatti, poiché per ipotesi ò è la somma di a con un numero, esiste un nu- 
mero X tale che x-{-a:=b. 

E se due numeri x ed y soddisfano amendue alla stessa condizione 
cioè x-{-a:=a e y-\-a=:b, operando per — a, cioè applicando la §+ 4*5, si 
deduce x:=y. 

Dunque la classe N(f0C3{x-\-a:=zb) contiene uno ed un solo individuo ; 
perciò siamo nel caso del §jP*1, che ci permette di affermare che b — a è 
un numero x tale che sc+azzft, cioè b — a è un numero, e (b — a)-{-a=zb. 
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•6 a.csNQ . be c+ìHq r^. a+(b—c) = a+b—c 

[ rt+(6— c)+c = a+[{b—c)+c] = a+b . Oper— e O. P ] 

•7 ceN„ . be 0+^^ . as fe+N^ .3- «— (b— c)=a— &-{-c 

[ a — b-\-c-{-{b—c) = a— 6-fc+ò — e = a — 6+6-f e — e = a — ò+6=a . 

Oper— (ò— r) O. P ] 

•8 b.csN^ . a£ 6+Nj .3 (i—b+c = a+c—b 

[ a — b-\-c ^ c-^{a—b) = c-{-a — b := a-\-c — b ] 

•9 &,c£No . af &+r+No .3- a—b—c ^= a—c—b [ P-5DP ] 
•2 a,6£No . a>& . C£ a+No .3- ^^— ^ < ^— & 

[ Hp .3. «— & «Ni . (e— a)+(rt— ò) = c—b O. Ths ] 

•3 a.b.csNf^ . a>>6 . te c+N^ ,[3- ^ — ^ ^ ^""^ 

[ Hp O. a—b fNi . a— e = {b—c)+(a—b) O. P ] 

•4 ayb.CydsNQ . a>>b . c<:;rf . b^d .'^. a—c > &— rf 

[ Hp O. «—e > b—c . 6— e > b-^d O. Ths ] 

^ 3-1 byCS^Q . aéb+^f^ r^, {a—b)c^ac—bc 

[ Df— . Distrib(X,+) O- «e = [(a— 6)-f-6]c = ia—b)c-{-bc O. P ] 

•2 bydeNf, . asb+ìH^ , ce rf+N, .3- {a—b)(c—d)=i ac+bd^-bc—ad 



b — a dicesi « difiFerenza fra b ed a » ; 6 è il « minuendo », a è il 
« sottraendo » . 

Se i numeri che si vogliono sottrarre sono espressi in cifre, si trovano 
le cifre della differenza operando come per l'addizione, salvochè bisogna 
scrivere la cifra della difiFerenza che sommata col sottraendo produce il 
minuendo. 

Es. Volendo calcolare la differenza qui scritta: * 3 074 

— 892 
dico : 2+2 = 4; d+S = 17 =2 182 

porto 1 ; 1 di riporto +8+^ ^ 10 ; 

1 di riporto -\-2 = 3 ; e scrivo le cifre in nero man mano le 
pronuncio. 
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§16 / 
1-0 ae N, . b£ N,xa .3 V« = ^ N, ^.r^^rx^^^ =b) Df/ 

a/h/c = {a/b)xc. 

a/h/c = {n/b)/c Df 

•6 a,c£Ni . te (?xNj .3- ^X(V^) = ^X6/^ 

•7 ceN^ . bs o<Ni . a£ 6xN, Q. a/(b/c) =z a/bxc 

•8 ?>,(?£N^ . ae ftxNj .3- ^/&Xc = ayjb/c 

^ 2m ceN^ . afieNiXc .3 («+ft)A = ^/c+b/c 

[ alc+bjc)Xc = acXc+bjcXc = «+6 . Oper e O- P ] 

•2 cs!^^ , afisNiXc . a>i^ 3- («— &)A = a/c—b/c 

[ {a—b)jc-\-bjc = a/c . Oper— &/C O- P 1 
(N„ X, /, 1) I (N„ +, -, 0) §- P1-0--9 O. §/ P1-0--9 



Sia a un numero naturale, e sia b un multiplo di a. Con &/a, che si 
legge « b diviso a », si intende quel numero che moltiplicato per a dà b. 

Se al posto di Nq, +, —, del §— ■ si legge Nj, X, /, 1, si trovano 
altrettante Prop di questo §. 
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§17 num 

•0 iieCis ."^i nmaii=tì .^. u=/\ Df 

M ueCls . meN^ r^.\ 

•2 wfCls O-'- num?^ =1 .=: 's.u : x.yea 0^>.v- ^^•^^=?/ 

[ Df'l O- nttmM =:! .=: 31* : xsu r^x • num(t*-«x) =0 
Df » » » . wtx =:/\ 

Transp » » » . yT^ ix 

Oper ye » » » . {yen r^y .y=x) 

Import 3 P ] 

'3 num IX ^1 '4 «ifN, .|3- num 1— m =m 

*5 ?/.,t''£ Cls . 1*3^' • IÌUW12? £ No .3« Tium^« E Nq . iiumw ^ numt:» 
•6 w,i'£Cls . num?^, numi' eN^ . i/^r =/\ .3. num(wwt') = 

nunn^ + num^ 



Sia u una classe. Il « numero degli u », abbreviato in numt^, si defi- 
nisce nel seguente modo: 

•0 Dire che il numero degli u è zero, è lo stesso che dire che la 
classe u è nulla. 

•1 Ed essendo m un numero, diremo che il numero degli u è w-f-1, 
quando esistono degli u^ e inoltre preso ad arbitrio un x appartenente alla 
classe w, si ha che il numero degli u diversi da ce è m. 

Cosi è definito per induzione la Prop : numi* =: m, qualunque sia il nu- 
mero m. La Prop*2 esprime con puri segni di Logica l'eguaglianza 
numw=zl. 

numw £ No, « il numero degli w è un numero » , si suol leggere « esiste il 
numero degli w, il numero degli u è finite » . 

Non sempre ciò avviene. 

•5 Se date due classi, la prima è contenuta nella seconda, e esiste il 
numero della seconda, esisterà pure il numero della prima, che sarà non 
superiore a quello seconda. 



4 
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§18 max 
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Df max 
Dfp 



•0 maxu = ? i(f^ ccsiìfE iimtx r^y, y<C^) 
'\ » ^ (ysu.Oy.y^pc) 

[ PO . Transp O. P ] 

•2 x= maxw .=: xsu : yen r^>j . x^y 
[ PI . Oper x£t O. P ] 

•3 max ta :=a i a^b .3- niax(«a w tb) =a 

•5 maxi^ ^=,i\^ X3(u 3 0"'ir) Dfp 

•6 b^a .3- niax(a-'&) =:ft 

•7 {0"'a)\j(0"'a) = 0'" msix(tasjtb) 

•8 'a.u . msN^ . -a w^m+N^) .|3' niax^« £^/ 

[ Hp . m=0 O- 0= maxM O- Ths (1 



Hp(2) . m€t* O- w= maxi^ .3- maxw f N^ 
Hp(2) . m-su O- "3 M^m+Noì . maxi* £ N„ 

Hp(2) . (3) . (4) O. maxM £ Nq 
(1). . (5) . Induci .3. P ] 



(2) 

(4) 
(5) 



1*0 Essendo u una classe di numeri, per « massimo degli u », abbre- 
viato in « maxt* », si intende quell'i* e x tale che, comunque prenda in u 
un individuo y diverso da ce, sempre si ha .y<aj. 

•1 Cioè a dire, per ogni individuo i/ di w si ha y^x. Si ottiene dalla 
precedente; poiché ysu^ix vale ysii . ys^^ix per Distrib(f,A), e yB^ix vale 
y^Btx per Comm(-,£), e questo vale -(i/=r.x) per Df«; quindi la deduzione 

yEU . -(1/ = x) O. y<x, 
trasportando diventa : yen O- y^^ •^- ?/ = 3? 

e per Df^ si ha la Prop. 

•2 Operando per £C£« sui due membri della *! si ha un'eguaglianza 
logica il cui primo membro è se =: maxi*, « x è il massimo degli u » . 

•7 Essendo tìf e 6 dei numeri, la somma logica delle classi 0'"a eO"'b 
vale la classe dei numeri da fino al massimo fra a e b. 

Si noti che la PIO definisce il massimo d'una classe; se si hanno due 
numeri a e 6, per indicare il massimo fra essi, si forma la classe composta 
con essi, che è tasjtbj e a questa classe si premette il segno max. 

•8 Se u è una classe di numeri non nulla, e se c'è un numero m tale 



^ 
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^ 2. iiyVS Cls'No . max^^, max^^ £ N^, .3- 
• I max(<A^^?) = max(^ max^^ w t max?^) 
•2 max(w+z?) =^ (max?/)+(max?^) Distrib(max, +) 

[ Hp O- maxw £u . maxv et' O- maxtt+i»axy £ u-j-i; (1) 

xsu . ?/5v . z:=x-\-i/ O- ic<max«* . z/^maxi; .3- *^ maxj^+maxv (2) 
2£ u-\-v . (2) . Elim(a";.y) O- 2;^ maxw+maxy (3) 

(1) . (3) . Df max .3. P ] 

•3 max(i^X^^) := (maxM)X(maxt^) Distrib(max, X) 

•4 ?i£Cls'Ni .3- niax (?(j^y) = (maxi^)f^(max2;) » * h 



§19 min 
^ l-o-'4 (min, O I (max, » §max P-0--4 

•7 afieNf^ .3- (0*"a)^(0—fc) = 0— min(6aa&) 
•8 ii£ Cls'No . mi .3- mini^ su 
•9 minN^ =0 . minNj ^1 

^ 2. min I max §max 2*1 --4 

•5 US CIs'Nq .3' maxi^ = min Nq^ ^3(1^3 0"\r) 
•6 » min?^ = max N^^^ X3(ìr^ ^+No) 



che nessun numero della elasse u superi m, allora il massimo degli u è 
un t*; cioè esiste il massimo degli u. 

Data una classe qualunque di numeri u, non sempre maxu ha senso; 
la Df di max comincia col simbolo 1, e non sempre sono verificate le con- 
dizioni sotto cui è stata data la Df 7. Per es. maxN© non ha senso. Il dire 
che maxw ha senso si indica spesso nel linguaggio comune colla frase 
«esiste il massimo degli t^»; ma qui 1' «esistere» ha un significato diverso 
da quello del segno 3, poiché questo segno si premette ad una classe. Noi 
la indichiamo affermando qualche cosa di m&xu, cioè maxt^ su, ovvero 
maxt^ ^Nq. 

§min II minimo degli u è indicato con minw. 

Sussistono le Prop citate dal §max, ove si scambi max con min, e il 
segno > col <. 

18 Una classe di numeri effettivamente esistente ha sempre il minimo* 



] 



43 



§20 quot 

^. 1 . cijbèNQ . CydsN^ r^, 

•0 quotiate) = max[No^ x3{.vXc ^ aj] Df quot 

•1 quot(a,c) £ No 

[ £ No'Nr3(xc^«) . -%[No^/*3(x*c^a)A(a+Ni) . §max 1*8 O- P ] 
•2 quot(0,C) ^=0 [ quot(0,c) = max[No^ X3(.r Xc^O)] = nmxtO = ] 
•3 quot(a,l) =a [quot(a,l) = max[No'\r3(.r^a)] = max O'a =a ] 

•4. quot(a(i, (?rf) =: quotici yC) 

[ qaot{ad, ccI)z=l max Nq'^ X3{cdx < «cZ) = max Nq^ ir3(c.x^ ^a) = quot(«,c) ] 

•5 cXq\xo\{afi) ^ a <; 6*X[quot(a,6?)+l] 

•6 quot(a,c) = 1 N,,^ .r3[;rxc' ^^ . (x-^-VjXC >a] Dfp 

•7 quot(ac+fc, e) = a+quot(&, e) 

[ P-5 O. cXquot(6,c) ^ 6 < c[quot(a,c)+ll 

Oper+ac O- c[a+quot(ò,c)] ^ ac-\-b < c[a+quot(a,c)4-l] 
P-6 O. P ì 

•8 quot(a, cd)= quot[quot(a,c),d] 

[ dX^^ot[qxiot( a,c)^d] ^ quot(a,c) (1) 

quot(«,c) < G?Xìquot[quot(a,c),</]+l: (2) 

(2) O- quot(a^c)+l< rfX|quot[quot(a,r),6Z]+l! (3) 

cXquot(a,c) ^a (4) 

n!<cXlquot(«,c)+l] (5) 

(1) . OperX^ . (4) O- cdXquot[quot(a,c),c?] <a (6) 

(3) . OperXc . (5) O. «< cdX!quot[quot(a,c),<Z]+l: (7) 
(6) . (7) O. P 1 



§quot. Indichiamo in quanto segue con «,6 dei numeri, e con c,d dei 
numeri non nulli. 

10 Per quoziente di a per e indicato con quot(a,c), intendiamo il mas- 
simo dei numeri x tali che soddisfano alla condizione xXc^a. 

•1 Questo quoziente è un numero, cioè questo massimo esiste. 

Invero le classi degli X3(xc^à) contiene lo zero, quindi non è nulla ; 
inoltre non sonvi numeri della classe maggiori di a; quindi sono verificate 
le Hp della §maxl-8. 

Le Prop2 esprimono curiose proprietà del quot; possono servire come 
esercizi i. 
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^ 2. Hp PI r): 

•0 «<;(? .=. quot(a,c) =0 : a^c .=. quot(a,^) £N, 

• 1 a^b r^. quot(a,c) ^ quot(&,r) 

•2 c>xi .3- quot(a,c) ^ quot(a,6Z) 

•3 a>6. (?<d .|3- quot(a,6*) ^ quot(&,rf) 

•4 quot(a+b, e) ^ quot(a,^) + quot(&,c) 

•5 quot(a+&? e) ^ quot(a,(?)+quot(&,r)+l 

•6 a>> q\xot(b,c) .=. a(? >>i^ 

•7 quotiate) >> quot(6,rf) .=. ari >► br 

•8 cX quot (a,rf) ^ quot(r^r, d) <C [q\iot(ayd)+ì]c 

•9 quot(a,c) X quot(&,rf) ^ qiiot(ac, ftd) <; 

[quot{a,r) +l]x[quot(ft/f) +1] 

^ 3-0 cieN^ . bs N^x^ O- quot(i^,«) == &/a 



§21 rest 

^ 1. a,teNo . c,rf£N, .3- 

•0 rest(a,c) = a— cxquot(a,6?) Df rest 

•1 a= cXquot(a,<?) + rest(<7,r) [ =po ] 

'2 rest(a,(^) ^^ 

[ §quotl-5 .3. rt<cX[quot(a,c)+l] O- «— ^Xquot(^/,c)<c . Df rest O- P] 

•3 g,r£No . a = cg+f' . r<^c .3- ?= quot(a,(?) . r=:rest(a,c) 

[ quot(rt,c) = quot(c^+r,c) = c-f quot(r,c) . quotinr"» = O- P ] 

•4 rest(a+&(?, (?) = rest(a,c) 

[ rest(a+6c,c) = fl+èc — cXquot(«-t-6c,c) == a^hc — cX[^+quot(a,c)] 

= a — cXquot(a,c) = rest(a,c)] 

•5 YQ%\iady ed) = rfxrest(a,c) 

[ rGst{a(l,cd) =. ad — ed X(lviot{ad,cd) ^ ad—cdX(i^ot{a,c) 
= rfx[« — quot(a,c)] = f/Xrest(a,c)] 



§rest. 1*0 rest(a,c) si legge « resto della divisione di a per e », ed è 
la differenza fra a e il prodotto di e pel quoziente di a per e. 



quot rest 45 



•6 vest(a+by e) = rest[rest(a,c) + rest(6,c) , ci 

[ a= cXquot(«,c)-l-rest(a,c) . 6= cXq^ot(6,c)4-rest^6,e) O- «+& = 
cX[quot{a,c)+quot(6,c)14-rest(a,c)-f-rest(6,c) O- rest{a-\-b,c) •=. 
rest[rest(a,c)+rest(6,c),cì 1 

•7 rest{a6, e) = rest[rest(a,c)xrest(6,c) , e] 
•8 meN^ .3- rest(a"*,c) = restj [rest(a,c)]"*, cj 

^ 2. HpPlO 

•0 rest(0,c) = . rest(c,c) =0 H rest[rest(a,c), c\ = rest(a,c) 

•2 rest(a,c)=rest(6, e) .=:..rest(a+<i, c)=rest(&+d, e) 

•3 a<^c .3' rest(a,c)=a '4 a^c r^. a >> 2 rest(a,c) 

•5 a£ NqXc .=. rest(a,c)=0 

•6 rest(a,c) = rest(&,c) .3' rest(ad,c) = rest(6d,c) 

•7 rest(a+&, e) = rest(6,c) .3- «eN^Xc 

•8 rest(a,c)+rest(&,c)£NoXc .3- «+&£NoXc 

•9 rest(a',6) = rest(a,6) . rest(a*,4)£i0uil 

^ 3. HpPl O. 

•1 quot[rest(a,c), e] =0 . quot[rest(a, ed), e] == rest[quot(a,c),rf] 
•2 rest(a,c)+cXrest[quot(a,c), d] :=• rest(a, ed) 

' 3 a^c . quot(a,c) -e rf X N, . 3 • 

rest(a, ed) >► rest(a,c) . rest(a, ed)— rest(a,c) £ cXN, 

•-4 quot(a+6, e) ^ quot(a,e) + quot [&+rest(a,c), c\ 

•5 quot(a,c) = quot(a, e+d) .=. rest{a,e)^ [quot(a,c)]xd 

•6 c^d .3- quot(a,c) = quot(a, e— d) .=. 

e— rest(a,c) >• [quot(a,c)+llXd 

'7 quot(a,c) = quot(a+6, C+&) .=• rest(a,c)^ [quot(a,c)— 11X& 
•8 maxN,nir3}quot(a+^j^) ==qu<^t(a,e)j = e— rest(a,c)--l 

•9 ac^ .3- quot[a,quot(a,c)] = c+quot[rest(a,c), quot(ae,)J 
rest[a, q\xot(a,c)] = rest [rest(a,c), quot(a,c)] 

Regole per la divisione. 

La divisione è l'operazione avente per scopo, dati due numeri a e 6, 
espressi in cifre, di trovare le cifre di quot(a,6) e rest(a,&). Il numero a 
dicesi «dividendo», il numero b il «divisore». 



1 
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Per dividere un numero, espresso in cifre, per una potenza della 
base X, basta separare cominciando da destra, tante cifre quanto è l'espo- 
nente di X. Le cifre non separate sono quelle del quoziente, e quelle se- 
parate esprimono il resto. 

Es. : quot(9876, 100) = 98, rest(98 76, 100) = 76. 
Invero 9876 = 98XX2+76. 

Quindi rest(«,X»* ) significa « il numero formato colle ultime n cifre, 
a destra, del numero a » e quot(«,X»*) significa « il numero che si ottiene 
sopprimendo n cifre del numero a, cominciando da destra. 

Se il divisore b ha una sola cifra, cioè se &5l"-9, e il dividendo a, 
maggiore del divisore, è minore del suo decuplo, cioè 6 < « < XX«, il 
quoziente si ha dalla tavola di moltiplicazione, e per differenza si ricava il 
resto. Es.: 39 = 7x5+4, onde quot(39, 7) = 5, rest(39, 7) = 4. 

Sefts 1*'9, ea>10x&, p. e- se si vuol dividere 975 per 7, si ragiona così: 
9X« = 7X^+2X« 
2X2+7X = 27X = 7X3X+6X 
6X+5 = 65 = 7x9+2 
onde 9X2+7X+5 = 7X(lX-^+3X+9)+2 
cioè quot(975, 7) = 139, rest(975, 7) = 2 
L'operazione si suol disporre come accanto 

(flg- 1). 

Con un po' d'esercizio si possono solo 
pronunziare e non scrivere i prodotti del 
divisore per le cifre del quoziente, e l'ope- 
razione si dispone come nella fig. 2. 

Se il divisore h >10, si può cominciare col calcolare una tabella dei 
prodotti del divisore per le cifre l--*9. Sia ad es. a dividere 400366 per 41. 

Costrutta la tabella dei prodotti, si 
guardi il massimo di questi prodotti, che mol- 
tiplicato per una potenza di 10 sia inferiore 
al numero dato. Esso è 9x41X10*. Scrivo 
questo numero sotto il dividendo (lasciando 
vuoti i posti dove si dovrebbe scrivere 0), e 
sottraggo. Ho: 
400XX8 = 9X41XX8+31X8 
31X8+3X2 = 313X'' = 7X41XX2+26X2 
26X«+6X = 266X = 6 X 41 X X+20X 
20X+6 = 206 = 5x41+1 
onde 400366 = 9765x41+1 ; quot(400366, 41) = 9765, rest(400366, 41) = 1. 

In pratica si può far a meno di ricopiare i sottraendi, e si possono 
scrivere subito le differenze. 

Spesso si riduce la tabella dei prodotti l-"9pel divisore alla parte che 
serve. 

Cosi quot(1753, 257) ^ quot(1753, 200), per la P2-2. 
Ora quot(1753, 200) = quot(1753, 2X^) = quot[quot(1753, X2),2] = quot(17, 2) 
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1=8. Allora si moltiplica il divisore per 8, e si ha più del dividendo; si 
moltiplica il divisore per 7, e si ha più del dividendo ; si moltiplica per 6, 



e si ha meno del dividendo; dunque quot(1753,257) i= 6. 6 

Cioè si costruisce la sola tabella qui accanto. 7 

8 



1542 
1799 
2056 



Come si è trovato un valore per eccesso del quoziente, nel nostro 
esempio 1*8, si può trovare un valore per difetto, osservando che 
quot(1753, 257) ^ quot(1753, 300) = quot(17, 3) = 5. 

Si può anche ragionare cosi: 17X'^ = 8x2xX2+lxX« 
Provo la cifra 8 come quoziente. 
1XX^+5XX=:15XX è minore di 8x5xX. 
Provo il 7: 17X» = 7x2xX2+3xX^ 

3XX'^+5XX = 35XX = 7X5XX 
Ma il 3 è minore di 7X7. 
Provo il 6: 17X8 = 6x2xX«+5xX^ 

5XX2+5XX = 55XX = 6X5XX+25X 
25X+3 = 253 = 6x7+211 
onde 1753 z=6x(2xX«+5xX+7)+211 
cioè quot(1753,257) = 6, rest(1753, 257) = 211. 

Alcune volte il numero dei tentativi è rilevante, ad es. per dividere 
91 per 19 si dovrebbe provare successivamente 9, 8, 7, 6, 5 e 4, che è il 
quoto. E più comodo qui cominciare la tabella della moltiplicazione. 

Le tavole estese di moltiplicazione servono utilmente per la divisione. 



§22 Cfr 

•0 Cfr,a = rest(a,X) , Cfr^a = Cfr, quot(a,X'') Df 

•i rest(a,2) =: rest(Cfroa, 2) . rest(a,5) = rest(Cfroa, 5) 

[ a = Xquot(a,X)4-Cfroa . X = 2x5 .3 P ] 



•0 Sia a un numero. La cifra di ordine di a, abbreviato in Cfro«, 
è il resto di a per dieci. 

E la cifra d'ordine n è la cifra d'ordine del quoziente di a per 10 
elevato n. 

Cffoa, Cfr^a,... si leggono spesso « cifra delle unità, delle decine,... del 
numero dato » . 

•1 II resto di a per 2 è il resto della cifra delle unità di a, per 2. 
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•2 rest(a,4) = rest(Cfroa+2Cfr,a, 4) 

[ rest(a,4) = rest[X*Xquot(a,X«)4-XxCfr4a+Cfroa. 4 ] . 

rest(X^4) = . re8t.(X,4) = 2 .3 P ] 

•3 rest(a,8) = rest(Cfroa+2Cfr,a+4Cfr,a, 8) 

•4 as 2No .=. Cfr^a e 2No : as 5No .=. Cfr^^a e 5No 

•5 Cfr^ a* e lOsjil^étisjto^tQ^ t9 
Cfr, a» =6 .=. Cfr, a* £ 2N,4-1 
as (2NX5N J .3 Cfr, a' =6 
ae NH2N,H5N,) Q. Cfr, a* =1 
a,n£N, O: Cfr, a» = Cfr,a . Cfr^ a"+* = Cfr, a" 
/>^£ (4NoM4No+l) O- Cfr, 7** =0 
me (4No+2)w(4No+3) .3 . 4 




§23 ord 

^ 2. a,6€N, .3 -0 orda = max No<> n3(X** ^ a) Df 
•1 Xf^orda ^ a < X|^(orda + 1) 
•2 ord(a4-6) ^ max(^orda u ^ord&) 

^ - +1 

•3 a>6 3« ^^da ^ ord6 

•4 ord(ax6) ^ orda + ord& 

» ^ orda 4- ord& + 1 
•5 ftxorda ^ ord(a|^&) < 6xorda+& 
•6 a>& 3' ord(a— &) ^ orda 

•7 a>& 3- ^^^ quot(a,6) ^ orda — ordft — 1. 

» ^ orda — ord& 



§ord 

Essendo a un numero non nullo, per ordine di a, abbreviato in orda, 
si intende l'esponente della più grande potenza di 10 che non supera a. 
Il « numero delle cifre di a » vale orda+l 



NUMERI RELATIVI 



§24 f j 

^ 1. afijCe Cls .3-*- 

•0 u£ a}b .=: xea O^;- ^^ ^^ Df 

•OJ UE Ma .=: xea Ou;- ^^«^ ^^ I^f 

•i u£ a}b . Xjìjea . iv=y r^. xu = yu Oper^^ 

[ §1= P-l .3- a^s S3{xu = 5^t^) . §£ 4*3 O. y£ ^3(ccM =z zu) O^ Ths ] 

•2 u£ a}b . c^a .3 ^^ ^J& [ Hp . x£c o. x^a o. X2^ £ò o. p ] 

[ Hp .3' 3?f tìf O- 2CW £Ò O- ^^* ^c O- Ths ] 
^ 2-1 +£NjNo [ = §+1-2] 

•2 se Cls . O&s . 4- e s}s r). N^ 3 ^ t = induct ] 



•0 Siano a e b delle classi ; allora noi diremo che w è un aj&, che si 
legge « t« è un trasformatore degli a in 6 » , quando, preso ad arbitrio un x 
nella classe a, ne risulta che xu, cioè aj seguito da questo segno w, è un 6. 

•01 E diremo che w è un bfa, che si legge « w è un 6 funzione degli 
a » , quando il segno u premesso ad un a dà per risultato un b. 

I segni f e j diconsi segni di operazione. 

Nella scrittura matematica alcune volte il segno di operazione si scrive 
dopo l'ente su cui si opera, come negli esempi della P2. Altre volte si 
scrive prima, come Log, max, min, quot,... 

Anche nel linguaggio comune si incontrano queste operazioni. Nella 
frase « padre di Pietro » , la parte « padre di » è un segno che premesso ad 
un uomo, gli fa corrispondere un altro uomo, cioè: 

(padre di) s (uomo) f (uomo). 

La stessa frase in latino è « Petr-i pater », e la parte (-i pater) è un 
segno che scritto dopo una persona ne determina un'altra. 

La lingua francese ha la forma dell'italiana, la tedesca quella della latina. 

*1 Operare per u significa passare dall'uguaglianza a? = ^ alla a?u = yu, 
il che è permesso, qualunque si sia l'operazione u, 

Peano, Aritm, 4 
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•3 asN, .3 +a 8 NjN, [ = §+ 4-1 ] 

•4 * xa £ NjNo [=§xl-l] 

•5 > f^a £ No.;No [=§hi-i] 

•6 * -a£(a+NJjN, [ = §-M] 

•7 aeNi .3 A ^ (^XN,) ;N^ [ = §/i-i ] 



§25 n 

•1 —ÌÌf^=zX3['3.ì^fPy3(X=:—y)] Df 



2*3 Se a è un numero, -\-a è un trasformatore dei numeri in numeri. 
•6 E — a è un trasformatore dei numeri maggiori eguali ad a, in 
numeri. Cosi si presentano i sìmboli +5 e — 5 « aggiungere 5, e sottrarre 
5 », che si chiamano numeri positivi e negativi. 

§ n 
Abbiamo incontrato or ora i segni della forma +3 e — 5, che hanno un 
senso ben determinato corrispondente alle frasi « aggiungere 3 » e « sot- 
trarre 5 » . 

10 Con +No si intende ogni ente della forma 4-2/» ove y sia un numero. 
•1 — No indica gli enti della forma — y, ove y ^ un numero. 
I segni +No e — Nq sogiionsi leggere « numero positivo » e « numero 
negativo » . Qui il « porre » e « negare » hanno il valore di « aggiungere 
e togliere » ; sarebbe forse più chiaro chiamarli « numeri additivi e nu- 
meri sottrattivi » . 

La frase « numero negativo » ha la stessa forma grammaticale di « nu- 
mero pari » ; ma il loro valore è differente. « Numero pari » indica una 
classe di numeri ; fra « numero » e « pari » sta sottinteso il segno di lo- 
gica n. La frase « numero negativo » non indica già una classe di numeri, 
intendendo per numero il simbolo Nq, ma indica le coppie formate con un 
numero e col segno — . 

Questo modo di introdurre i numeri negativi trovasi in: 
MacLaurin a.l748 p.6: 
« a Quantity that is to be added is called a Positive Quanti ty; and a Quan- 
ti ty to be subtracted is said to be Negative. » 
Cauchy, a.l821, p.333: 

« ... on acquiert l'idée de quantità (positive ou negative) lorsque l'on con- 
sidère chaque grandeur d'une espèce donnée comme devant servir à l'ac- 



n M 

1-2 n = +N,g-N„ Df 

•3 a,bsN, .3 a+{+b) = a+b ' Df 

•4 fteNo . ae 6+No O- ^.+(~^) = ^~^ I^f 



croissement ou à la diminution d'une autre grandeur fixe de méme espèce. 
Pour indiquer cette destination, on représente les grandeurs qui doivent 
servir d'accroissements par des nombres précédés du signe +, et les gran- 
deurs qui doivent servir de diminutions par des nombres précédés du 
signe — . » 

• Alcuni A. ritenendo che il numero negativo debba essere un numero, 
ne diedero Df più complicate. 

•2 n, che si legge «numero relativo», indica l'insieme nei numeri 
positivi e negativi. . 

La parola « relativo » sta per « operativo » . 

I numeri relativi furono pure detti da alcuni « numeri algebrici » nome 
che può produrre confusione con un'altra specie di enti, di .cui in questo 
libro non ci occuperemo. Fu proposto di chiamarli « numeri segnati », cioè 



« numeri con segno » . 



In opposizione a « numeri relativi » , conviene chiamare « numeri asso- 
luti » gli No, finora detti « numeri » senz'altro. 

Si vede cosi che la nomenclatura usata per questi nuovi enti, come pure 
per quelli che introdurremo in seguito, R, r, Q, q,... non è uniforme, e 
nessuna è appropriata. Questo inconveniente è però meno grave per noi, 
poiché esso non si presenta nella scrittura simbolica; si presenta solo 
quando questa scrittura si voglia leggere col linguaggio ordinario. 

I numeri relativi si presentano in pratica in più questioni. 

Quando si parla delle temperature +3" o — 5°, si intende di parlare 
della temperatura che si ottiene da quella del ghiaccio fondente aggiun- 
gendovi 3 gradi, sottraendovi 5 gradi. 

Considerando il capitale che una persona ha in un dato momento, il 
ricevere denaro significa aggiungere al capitale, e il pagare significa sot- 
trarre. Quindi l'eguaglianza ^-'S — 3=: — 3 + 5, che risulta dalla Df20, in- 
terpretata in lire significa: « per una persona avente un capitale sufficiente, 
tanto fa ricevere 5 L. e poi pagarne 3, quanto il pagare L. 3 e poi rice- 
verne 5 » . 

•3'4 Queste Df dicono che si conviene, quando ci aggrada, di scrivere 
un + fra il numero su cui si opera, e il numero relativo rappresentante 
l'operazione. Questa convenzione è sempre usata quando il numero relativo 
è rappresentato da una lettera sola. 

Essa non è necessaria ; se se ne fa a meno, bisognerà sopprimere tutti 
i segni + nelle 1*6, 2*0, ecc. Ma le formule cosi scritte sono contrarie al- 
l'uso comune. 
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•6 afisN^ r^: +a = +6 .^=. a=zb 

[ a,6,2*£No . §+ 46 O* w+« = u-{-b .=. a=6 (1) 

a,6£No . (1) . Export O-*- usNq Oj* • w+« = t^+ft ;=. a=6 (2) 

(2) . Df-5 O. P ] 

•7 a,6£No .]3- — <^ = — & .=. a=6 

w — b-{-a-{-b .=. w4-^=w+a .=. az=6 ] 

•8 ajbsN^ r^ -^a = —b .=. a=0 . 6=0 

[ a,b^us^o . u—b sì^q O» u-\-a = i*— 6 .=. u-{-a~\-b =zu . 
=. a+b =0 .=. a=0 . b=0 ] 

•9 aeNg .3 ^= +^ Df 

^ 2-0 xsn .3- moda? = 7 N^^ a3{ x= -{-a .y. x= —a ) Df 



•5 Indicando con x ey due relativi, allora si dice che essi sono eguali 
quando, comunque preso un numero (assoluto) w, tale che su esso si pos- 
sano fare le operazioni -\-x e +?/, cioè tale che u-{-x e u-\-y siano dei 
numeri, sempre si abbia u-\-x = u-\-y. 

•9 Cauchyid.:« Enfin, l'on est convenu de ranger les nombres absolus 
qui ne sont précédés d'aucun signe dans la classe des quantités positives. » 

Cosi si suol giustificare questa Df, la quale è irregolare. 

Invero, mentre ogni Df regolare è un'eguaglianza, il cui primo membro 
è incognito e il secondo è un espressione nota, invece l'eguaglianza 5=-}-^ 
ha noti ambi i membri. Essa esprime la convenzione di dare lo stesso 
nome a due oggetti distinti, il numero assoluto 5, e l'operazione aggiun- 
gere 5. 

Da questa Df irregolare si può, volendolo, tirare conseguenze assurde. 

Invero, se 5=:-|-5, posso, dovunque sta scritto -f-^ scrivere 5; quindi 
3+5 = 35. Cosi la soppressione d'ogni segno operativo può indicare tre 
cose diverse, il numero espresso in cifre da 35, il 3+5 e il 3X5. 

Serve però a giustificare la convenzione '9 il fatto che con un po' di 
attenzione non si cade mai in ambiguità. 

Da §+ si ha aeNo .Z)- « = 0+a. 

Quindi la convenzione '9 si può pure enunciare: « si può sottintendere 
lo in principio d'una formula » . 

Questa convenzione si può mandar via abbastanza facilmente, sosti- 
tuendo +0 a ove si parla di numeri relativi. 

2*0 Se a è un numero relativo, con moda, che si legge « modulo di a », 
e più spesso « valor assoluto di a », si intende quel numero (assoluto), cui 
attribuendo segno conveniente, si ha per risultato a. 
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2M aèN^ r^. mod{+a) = mod(— a) =z a 
^ 30 x.ysn Q. x+y = 

•1 a,&£No .3 +^+& = +(^+&) [ §+4-23? ] 

•:2 » — a— & = — (a+6) [ §-l-5DP ] 

•3 teN,, . ae 6+No O- +<^— & = —h-^-a =z -|-(a— 6) 

[ §-l-6-7DP ] 

afijCsn r^. '4 a+fe sn '5 a+0 = a 

•6 a+b = b'{-a -7 a+(&+c) = (a+6)+(? 

•8 a'{-c = b+c .=. a=6 

•9 mod(a+&) ^ moda + mod6 
^ 4-0 xsn .'^. —x = inf^y3{x+y=0) Df 

•1 aeNo r). — (4-a)=: —a . —(—a) 1= +a 
apen r^, -2 —afin '3 —{—a)=^a 

'A a— & = a+(— 6) Df -5 — (a+6) = — a— 6 

•6 iren . a+^ ^& iz? •=.= &— a 

• 7 mod( — a) := moda 

^ 5. a,&£No . x,yen r^. 

•0 a;a = 7 n^ z3[ueS^ . u+x sN^ O^* (^+^)^ = ua+z)] Df 

•1 air= » » a(u+x) =^ au-^-z)] Df 

•2 ^2/ = » » {u+x)y = ux+z)] Df 



3*0 Si chiama somma ac+y di due numeri relativi, il numero relativo z 
tale che, comunque si prenda il numero assoluto u, su cui si possano ese- 
guire l'operazione +5C, e sul risultato l'operazione -{-y, sempre si abbia 
u-{-x-\-y = u-\-2. 

4*0 Se X è un relativo, con — x si intende quel relativo y tale che 
x-{-y = 0. — X si legge « meno x » . Alcuni A. lo chiamano « l'opposto di x » . 

5. Prodotto di numeri relativi. 

A primo aspetto pare arbitraria la Df del prodotto di due relativi. Ma 
se si vuole che continui a sussistere la proprietà distributiva del prodotto, 
esso risulta determinato. 

Cosi (u~\-x)a ZZI ua-{-xa, se a,w,5C£No; volendo che sussista anche se 
ce £ n, basta prendere la Df come segue : 

Se a è un numero, e se è un relativo, con xX^ si intende quel 
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•3 ax = oca Dfp 

•^ (+b)Xa = + 6a 

[ Hp . Df-O .3 {+b)Xci = mr^3[ue^o O* .(u-\-b)Xa = uXa+3:] 

Distrib(X,+) O- » = » uXa-\-bXa ■= uXci-\-z] 

Oper — t*X«0- » = » -\-bXa=zz] 

Dìstrib(3,n) .3. » = J23[jfn . zz=z-\-bXa] 

Dfn .3 » =iz3{z=+bXà) 

Df( O. » = iz3[zei +bXa] 

Df 3 .3 » =j((-j-òx«) 

Dfj 3. » =+&X« ] 

•5 (— &)a = — ha 

•6 (+a)x(+6) = +(^X6) . (-a)X(+&) = -(«X6) . 
(+«)X(— &) = — (ax&) . (— a)x(— &) = +(^X&) 

j DlOPHANTUS I 9 : « AeTipig im keiìpiv noXXanlaaiao'&eioa noiei 
vTiaQ^iv. Aeixpig de ^.m vjiag^iv, Jioieì Xeiifiv. » j 

^ 6. a^byCSiì r^. '\ axb Sii -2 0x^ = . lxa = a 
•3 a{b+c) = ab+ac 'A ab = ba 

•5 a(bc) = {ab)c = abc 
•6 ab =0 .=. a=0 .u. &=0 
•7 ac = b€ . c-^0 .]3' ^=^^ 
• 8 mod(ax6) = (moda)x (modft) Distrib(mod, x) 

^ 7. a,b,c,d£n .3 §X P2 

•1 a(&— c)+&(c— a)+c(a— 6) =0 

•2 (a— &)(c— rf)+(6— c)(a— rf)+(<?— «)(&— ^ =0 

[ {a—d, b—d, c—d) \ {a,b,c) PI 3. P ] 

•3 ab(a--b)-\-bc{b—c)-\-ca{c--a)-\-{a-'b){b—c){c—a) = 

•4 (a+&)(&+c)(6?— a)+(64-c)(c+a)(a— &)+((?+a)(a+6)(e— 6r) = 
— (a— &)(6— c)(c--a) 

•5 (a— 6)(&4-(?— a)(a— &4-c)+(&— c)(a— 6+(?)(a+6— c)+ 

(c— a)(a4-6— c)(&+c— a) = — 4(a— 6)(&— c)((?— a) 

[ [3a— ò— e, 30— e— a, 3c— a— 6) I. (a,&,c) P-3 3. P] 

•6 a(&+(?)(6+<?--a)+&(c4-a)(c+a— 6)+c(a+6)(a+&— c) = 6a6(? 

•7 a(&— c?)(&+(?— a)4-&((?— a)(c+a— &)4-c(a— 6)(a+6— e) = 
2(a-b){b—c){c-a) 

relativo z tale che, comunque si prenda il numero u^ in guisa che uXoc 
sia pure un numero, si ha {u-\-x)Xci :=- uXci-\-z. 
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^ 10. afisn . m,n£No .3 •0--02 = §[^Pl*0--02 -i a"^ sn 
•2--4 = §f^Pl-2--4 -5 {—af = a* 

•6 (— a)^(2m) = a\Ì2m) '7 {—af{2m+l) = — «|X2m+lì 
•8 (modar = modCa*^) 
§f^ P2 . P3. 

^ 11. a,&€n .]3- 

•0 (a— &f = a'— 2a6+?>» 

•1 (a+?>)(a— &) = a'— b' 

•2 I a+&)'+(a— &)' = 2(a'+&') I EucLiDES 11 P9 \ 

.3 ^a+by—{a—by = 4ab \ » » P5 j 

^ 12. a,b,C8n .3 

M (a— &)^+(&— c?)2+(c?- a)' = 2(a*+&'+c'-aJ>-6c-c«) 

= 2[{a—b){a—c)+{b—a){b—c)+{c—^){(^—b)] 

[ (6— c,c— a,a— &^|(a,ò,c)§|N31 .3 P ] 

.3 (a+b+cf+{a+b—cf+{a—b+c)'+{—a+b+cy — 4(a^+&*+c') 
•4 (a+26)(&+c~a)+(&+2(?)(a-6+c)+(<^+2f*)(a+&-^)=(^«+&+^)' 

•6 (_a+2&+2c)'+(2a-6+2c)'+(2a+2&-c)' = 9(a'+&'+c') 

[ (2ò+2c— rt, 2c+2a— 6, 2a+26— e) ] (rt,6,c) P-2 O- P ] 

i EuLER a. 1750 CorrM. t.l p.515 



11*3 Questa Prop, sotto la forma (2a) (26)=i(a-|-6)- — (a — h\? trasforma 
il prodotto di due numeri pari in una differenza di quadrati, e quindi per- 
mette di calcolare quel prodotto, ove si abbia una tavola di quadrati. Ser- 
vendosi ad es. di quella a pag. 21 si ha 96x68 = (48+34)- — (48 — 34)- = 
82» — 142 = 6724 — 196 = 6528. 

Il prodotto di due numeri dispari si calcola colla formola: 
(2aXl) (2Ò+1) = (a+6+l)2 — (a— 6)^ 
Quello d'un numero pari per un dispari con: 
(2a) (2Ò+1) = (a+ò)2— (a— 6)2+2a. 
Per non aver a distinguere questi casi, si può dividere la formola pre- 
cedente per 4, e si ha «X& espresso mediante quarti di quadrati. Sonvi 
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^ 13. a,b,c,dsn .3- 

•1 (^a+b+c+d)*+{a-\-b—c—df+{a+c—b—df+{a-\-d—b—cf = 
(—a+b+c-{-df+{a—b+c+df+{a+b—c+d)*+{a+b+c—d)*= 
4(a'+6»+c'+(f) [Legendre a.l816 p.8j 

^ 14. a,bSTì .3- 

•i (a^+ab+b^a—b) = a'—b" 

•2 2(a'+&')— («+&)(«'+&') = («—&)'(« + 6) 
•3 (a+6)' = a(a-36)' + b(b—3a)* 

^ 15. a,b,cei\ r^. 

•1 a'(6— c)+6»(c— «)+c*(a— 6) = {a—bta—c\b—c) 

•2 a(6»— c»)4.6(c»— a')+c(a'— 6*) = (6— aXc— «X^— 6) 

•3 (a+6)'(a-&)+(6+c)'(6— c)+(c+a)V--'«) = —{a—b)(b—c)(c—a) 

[ (b+c, e+a, a-\-b) \ {a,h,c) P-1 O. P ] 

•i a\b-\-c)-\-ìy'(c-\-a)-\-(*{a-\-b)—Qabc= a(b—cf+b(c—a)*+c(a—bf 

•5 {a+b+cf—{b+c—af—{c+a—bf—{a+b—cy = 2iahc 
\ Gergonne Ann. a.1816-17 t.7 p.l63 



[ {b+c— a, c+a—b, a+b—c) \ (a,6,c)§^ 3-3 O. P ] 

•6 a'+6'+c'— 3a6c = {a+b+cXa*+V+(^—ab—ac—bc) 
•7 2{a'+b^+<f—3abc)=(a+b+cl{a—bf+ib—c)*+{c—nf\ 

•8 . 3(a'+6'+c'j-(a+&+c)(«'+&'+c')= 

{a-bf(a+b)+(b-cf(b+c)+(c-af{c+a) 

•9 2[(a+b+cf—21abc] = 

(a—b)\a+b+lc)+(b—c)\la+b+c)+(c—af{a+lb+c) 



apposite tavole di quarti di quadrati. Esse presentano sulle tavole dei loc 

garitmi il vantaggio di dare i prodotti sotto forma non solo approssimata, 

ma esatta. 

Da alcune delle presenti Prop si deducono le diseguaglianze viste in §Ni : 

§n Pll-2 11-3 121 12-2 151 154 157 15-9 17-7 
•3§N, Pll-2 n-3 1211 1212 1227 1219 12-20 1224 117 

§n P17-8 211 22-3 24-5 
.D. §N,P11'8 13-4 13-6 11-9 



I 
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^ 16. a,b,Cyd£n r^. 

•1 {a+b — c)(a—b+cX — a+b+c) = 

a\b+c—a)+b\a+c—b)+(^{a+b—c)—2abc 

•2 {a—bf+{b—cf+{c—af = 3{a—bXb—c){c—a) 

[ (b—c, e— a, a— ò) | (a,b,c) §|S 33 O. P ] 

•3 a''+b'+c'+(f--3{abc+abd+acd+bcd)={a+b+c+d){a^+ 
b^+(f'{-dP — ab — bc — ca — ad — bd — ed) 

^ 17. afisn r). 

• 1 (a'4-a'6+a&*+&'X^— ft) = a'—b' 

•3 a(a—2bf—b{b—2af = (a—bXa+bf 

•4 {a^+by = {a^—bf+{2abf \ Euclides x lemma P29 j 

•5 a*4-4b* = {a^+2ab+2b'){a'—2ab+2b') 
\ EULER a. 1742 CorrM. t.l p.l45 j 

•6 a'+aV+b' = {a^+ab +b^a'—ab+b^ 

•7 3{a'+a'b'+b')—(a'+ab+b')^ = 2(a-b)\a'+ab+b') 
•8 2(a'+aV+b')-3ab(a'+b') = {a-bY{2a'+ab+2b') 

^ 18. afisD. .3 

'i a'+b'—ab{a^+b^ = {a—bfia^+ab+b") 

•2 (a+6)*— (a— ?>)*= 8ab(a'+b') [ Pii-2-3 O- P ] 

j Cauchy Exerc. a.l841 t.2 p.l44 j 

•3 (a+by = (a'— 6a&+&y + 16ab(a—by 

^ 19. a,6,(^£n .|3- 

•1 a{b—cf+b{c -af+c{a—by = {a —bXb—cXc—aXa+b+c) 

— a(b'-^c')+b{c'-a')+c{a'-b') 

•2 a\b—c)+b\c—a)i'ff{a—b) = {a—bXb—cXa—cXa+b+c) 



17*4 Questa Prop permette di formare tre quadrati, tali che il primo 
sia la somma de^li altri due. I numeri a-+6*, a'—b^ e 2ab esprimono quindi 
l'ipotenusa e i cateti di un triangolo rettangolo. 

Questa Prop è attribuita a Pitagora (a.— 570) dai commentatori di 
Euclide. 
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• 3 (a+h—2c)(a—bf+(b+c—2à)(b—cf+{c+a—2b){c~ay 

[ (_6+c— 2a,c+rt— 2ò, a+6— 2c)|(rtAc)P-l -D- P ] 

'i {a+b+cXa+b — cJa—b+cX—a+b+c) = 

2(a'6»+aV+i'V)— (a*+6'+^) = (a'+b'+c*)*— 2(rt*+6*+c*) 

•8 i(a—bf+{b—cf+{c—ayj = 2[(a— &)'+(&— c)'+(c— a)*] 

•6 a'+b'+c" = {a+b+cXa—b—cXb—c—aXc—a—b)+ 

2(a'6«+6V'+c'a*) [ P-4 d P ] 

•7 (a4-&+c)(a'+?^'+c')— (a'+&'4-c^' = 

ab{a—bf+ac(a—c)''-\-bc{b—c)* 

•8 (a+b){a-b)'+(b+c){b—cY+(c+a){c-a)* = 
2(a+b+c){a—b){b—c){c—a) [ (b+e, c+a, a+b, | (a,6,c) P-1 o. P ] 

^ 20. a,b,cen .3- 
•1 «&(«'— &')+&c(&'—^)+<?«(c'—«') = —{a+b+c){a—b){b—c)(c—a) 
•2 a&(a+6)»+&c(6+c)'4-m(c+a)' = 
{a+b+c)l(a+b){b+c){c+a)—4abc] 

•3 a(6— c)(6+c— a)'+6(c— a)(c+a— &)'4-c(a— &)(rt+&— e)* =0 

•4 {a+b+cy + {-a+b+cY + (a-b-cf + {a-\-b-cf = 
4(a'+b*+r^) + 24(&V+c'rt'+a'&') 

^ 21. a,b,c,den .'^. 

•ì {a*+b^Xc'+(^={ac+bdf+{nd—bc)*={(ic—bclf+{ad+bcf 

\ DlOPHANTUS III P22 j 

•2 (a*— &»)(<?»— d») = {ac—bdf—iad—bcf 

•3 (a'+&'+c'+rf')'=(a'+&»— e*— rf'j'+(2«cH:2&d)''+(26c+2ati)* 
{ P. Tanneby IdM. a. 1898 p.282 j 

^ 22. a,b,c,d,e,f,g,h,cC,b',c,d!,é,f,g',h',p,qm r). 

i (a*+c&')(a"+c&") = {cia'-\-cbby-\-c{aò'—dbf 

•2 » » =(aa'—cbb'f+ciab'+a'bf 

•3 («•+6'4.c')(a"+&"+c")-(a«'+66'+cc')' = 
{ab'—a'bf+iac'—a'cf+ibc'—b'cf 
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•4 (a'+6»+c'+d»X«"+6'*+c"+d") = {aa'+bb'+cc'+dd'f+iab'- 
a'b+ccP—c'df+idc'—a'c—bd'+b'df+iad'—a'd+bc'—b'cf 
I EULER PetrNC. t.5 a. 1754 p.54 j 

•5 ia*—pb'—q(^+pq<P%a'*—pb'*—qc"+pqd!*) = 

{aa'+pbb'±q{cc'+pdd')f—piab'+a'b±q{cd'+c'd)f 
—q{ac'—pbd'±{a'c—pbd)f+pq{bc'—ad'±{a'd—bc)f 
I Lagrange a. 17 70 t.3 p.201 j 

•6 (a'+b'+(f+d'+é'+f*+g'+h*Xa"+b'*+c"+d"+e"+r+g''+h'*) 
= {aa'+bb'+cc'+d(r+ee'+ff'-\-gg'-^hh'f 
+ {ab'-ba'+cd'-dc'+ef -fé +gh' -hg'f 
+ iac'+bd—ca'—db'+eg'-fh'-gé+hf)'' 
+ {ad'+bc'—cb' —da'+eh'+fg'—gf'—hé)* 
^^aé—bf+cg'—dh'—ea'+fb'-gc'+hd'f 
+ {af'+bé—ch'—dg'—eb'—fa+gd!+hc'f 
_|_ (ag'—bh'-cé+df +ec'—fd—ga'+hby 
+ {ah'-\-bg'+cf'-\-d(/—e(r —fc'—gb'—ha'f 

\ Degen, Mèra, de l'Acad. de St. Pétersbourg, a. 1822 t.8 p.4 j 
•7 (ft6)'4-[(a+6)6]*+[rt(«4-6Xa'+a6+26')]' = (a'+aft+ft')* 

^ 23. a,b,cen .3- 
• 1 a»+6»_a&(a»-f-6') = (a+bXa—bfia'+b') 

•2 (a+b)^ = aia'—lOab+òb')" + b{òa^-10abW)* 

•3 ab(a'—b')+bc(lf—(f)+ca(c*—a^ + 

(a—b){b—c)(c—a){a'+b^+c^+ab+bc+ca)==0 

•i aXb'—<f)+bXc'—a*)+cXa'—b^=ia'-b){a—c)ib—cXab+ac+bc 

[ [bc, ca, ab) | (a,6,c) P20-1 O- P ] 

•6 {a+b+cf=ia+b—cf+{b+c—af+{c+a—bf+èOabcia^+b'+(f) 
\ Cauchy Exercices a.l841 t.2 p.l44 j 

[ {b+c—a, c+a—b, a+b—c) | (a,6,e) §^ 3-8 O. P ] 

•6 2[(a—bf+(b—cf+{c—a)'] = 

ò{a-b){b-c){c-a)[(a-b)*+{b-cf+{c-a)'ì 

[ (6 — e, e — a, a — b) | (a,b,c) P-5 O' P ] 

^ 24. a,b,csn .^. 
M («+&)' = (a—by(a^—Uab+b')* + 4ab(3a—b)\iib—af 



) 
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•2 (a'+a»6+a6'+?>')'+(a'— a'6+a6'— 6'j' = 2{a*+by 

•3 {a*-\-a*h—aV—Vf-{a?—a*b—aW-\-by = 4a&(a'— 6')* 

•4 {a'+a*b—ab*W?—ia'—a*b—ab*—b''f = 4ab{a*+b*Xa*—b*) 

•6 4{a*+ab+U^''—27(a'b+aby — {a—bf[2\a^-\-ab^ì^)-\-MbY 
j Lagrange a.l777, CEuvres t.4 p.346 j 

•6 a'(6— c)'+&V— «)'+c'(«— &)' = ^abc{a—b)(b—c)(c—a) 

[ (ab—ac, bc—ba,ca-cb)l{a,b,c)PU-S .3 P ] 

^ 25. a,b,cen .3- 

• 1 a'+6'— a6(a'+6') = (rt+6Xrt—&)»(a'+aft+?>*X«'— «&+&*) 
•2 {a'+t/'Xa+b)-2ab{a''+b'')=ia—b)\a+b)(a'-^ab+b^a*—ab+V^ 

[ PI -D- P ] 

•4 (a+5)' = a{a'~2la'b+3bab'—Wf+ b(ln''—'òòa*b+2lab*—by 

•5 (a+&+c)'— (a+6— e)'— (rt— &+C)'— (— a+6+r)' — 
56a&c[3(a*+6*4-c*)+10(a'&*+&V4-c'a')] 



j Lamé a.l840 JdM. t.5 p.l97 



^ 26. a,ben .3. 

•1 (a+6)' = (a'—2Sa*b+10aV—28ab''+b'f + 

64ab{a—bf{n*—6abW)* 

•2 (a*+a'&— a'6»4-a6»+&')»— («'— «'6-a'&'— «6'+6')» = 

4rt&(rt'+6'X«— «*&"+&') 

•3 (a*+a'6— rtV— rt?/+&7-(a'— a'6— a'6*+a&'+67 = 

•4 «»+&'— a&(rt'+b') = (a+?>x«— ^^/C^'+^'X^^'+ft*) 

•g (a+bf = rt(a*— 36a'64- 126ftV— 84«&'+9?/)' + 
6(9a'— 84a'H 1 26rtV>'— :{6^ ?)' +6*)' 



n 



^ 30. a?,»/£n .3: '0 ^]>.y •=. .y<]^ •=• ^£ 2/4- N, Df 

•02 a,&eN, .3 +<* >■ +^ •=^- «^'^ : +« >• — '^ : — «>• — ^ •=• «<& 



J 
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•j a>& . 6>>c? .3 ^]><^ 

•2 a>6 .=. a+c >► 6+^ 

•3 a>6 . c>d .3 «+<^ ]> b+d 

•4. a>& .u. a=& .sj. a<Cb 

•5 a>>& .=:. — a <; — 6 

^ 31. a,&€n . (?£Nj r^: a^b .=. ac'^hc 

^ 32, afijCsN^ . ^a=b=^C} .3 

• 1 (a+&— c)'+(a+c— ?>)'+(6+c— a/ > ab+bc+ca 

•2 afte > (a+& — cXci+c — bXb+c — a) \ Bertrand a. 1855 p.l42 j 

[ (ò+c— a, a+c—b, a+b—c) |(a, &, e) §Ni 12-25 O. P ] 

• 3 (a—b)\a+b—c)+ib—c)\b+c—a)+{c—a)\c+a—b) >0 







^ 33-0 a€(2No+lHoNo) O--^*-1^80N( 
a£nr).'ì (2a— 1)'— l£8n -2 a(a*— l)£6n 

•3 aXa^—ì) £ 12n } Leibniz MathS. t.7 p.lOl j 

•4 a(a'-l)(a^-4)£l20n 

•5 a'(a*— 1) £ 60n 

•6 a\a'—2){a'—l){a'—16) e 25200n -7 a(a"-l) £ 2730ii 

•8 a*(a*— l)(a*— 9)(a*— 16) £ 46800ii 

^ 34. a,6£n .'^. 
• 1 abia'—b^) £ 6n -2 a&(a' + b^a^—b') £ 30n 

a£2n+l .3 -3 a(a*— l)£240n 
•4 aV— 1)(^*-1) « 5760n 

.5 a\a'—l)(a''-l) £ 4032n -6 aV— 1)(«'-1) ^ 115200n 

•7 a,&£n.m£N, .3 a*^— 6*^ £ nx(a— &) . a'"*— &*** £ nx(a+6) 
•8 n£ 6N4— 1 . a,&£N^ .3- 



34-8-9 Queste Prop furono trovate trovate da C a u e h y, cercando la Dm 
del teorema di Fermat §Ni9*4. 
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•9 «s 6Nj+l . a,fe£Nj .3 

(a+b)"—a"—b'' e na6(a+6)(a'+a6+&')»xN, 
j Cauchy a.l839 (Euvres s.l t.4p.ó01; Exerc. a.l841 t.2 p.l37 j 

I 

^ 35-i 2n+l ;3 n'-n' . 4n '^ n^— n^ 

[ asn O- 2a+l=(a+iy—a' . 4a=(a+l)*— («—!)» ] 

•2 n [3 n'-4-n'H-n^+n'+n' j Oltramare IdM. a.l895 p.25,166 j 

max min ^ 40. (n | No)§max 

•1 ueCls'n . max?/ su r^^. min( — u) =-. — maxw 



Calcoli con numeri negativi 

La somma di più numeri relativi dicesi anche « somma algebrica » . 

Nell'uso comune, avendosi a sommare dei numeri positivi e negativi, 
quali « entrata e uscita » , « attivo e passivo » , debito e credito » , si suol 
tenere due registri, V uno delle entrate, o dei termini positivi, e l' altro 
delle uscite, termini negativi; sommarli rispettivamente, e poi farne la 
differenza. 

Spesso si tiene un registro solo, ma le entrate si scrivono in una co- 
lonna, e le uscite in un'altra. Ciò però non è necessario. 

Vogliasi ad es. calcolare la somma algebrica: + ^1 

Sommo per colonne dall'alto in basso. (La lettera p vuol — 53 

dire numero precedente ; si suole leggere con una pausa) + 35 

1—3 =— 2, p+ò = 3, i? — 7 =— 4 = — 10+6. Scrivo 6 e —17 

riporto —1. p+l = 6, p— 5=1, jp+3=4, p — 1 = 3, che +36 

scrivo, e trovo la somma +36. 

Alcuni A. (Colson, Cauchy,...), generalizzando una notazione già in 
uso nei logaritmi, proposero l'uso regolare di cifre negative. Ponendo 
J[ = — 1, 2 z=. — 2, 3 ^ — 3, 4 = — 4, ogni numero sarà esprimibile con 
queste e con 1 2 3 4 5. Cosi 6 = 14, 12 34 = 826. 

Nell'addizione con cifre parte positive e parte negative, queste si di- 
struggono parzialmente, e i riporti sono più piccoli. La tavola di moltipli- 
cazione si riduce ad un quarto. 

E in sostanza basata sulle cifre negative un'antichissima regola di 
calcolo digitale per determinare il prodotto di due cifre dal 6 al 9: 

Per avere (5+a)X(5+5), si dirizzino a dita della mano destra e b della 
sinistra ; e ad (a+6)X si aggiunga il prodotto dei numeri delle dita rimaste 
piegate nelle due mani, cioè : 

(5+a)(5+5) = 10{a+b)+{ò-a)iS)-b) 



ì 



r* 



NUMERI RAZIONALI 
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^ 1-0 R= X3 a (a;b)3la,bsN^ . a;= (X&)(A)] Df R 

•1 a,&£N, Q. 6/^ = (Xb){/a) ' Df 

•2 RzizN,/N, Dfp [ = P0] 

•3 Xjì/eB. r^,\ x=y .=: ^^^N, . ^^^, uy ^N, .]3^*- ^^ ^^ ^// ^^ 

•0 a/6 = c/d! .=. ad = 6(? Dfp j Euclides vii P19 j 

[ Hp . ajb = cjd O. bd , {bd){alb) , (J)d){cjd) fN, . PI -2 O. 

{bd){alb) = {bd){cld) O. a^f = 6c (1) 

Hp . ad := bc . t^sN, . u{alb) , 2^(c/d) £ N, O- ^^^ = ^*^c O- 

{unjb)bd = (ucjd)bd . §X 1*7 -D- «*«/& = ucjd (2) 

Hp . <7(? = bc . (2) . Export O. a/6 = c/d (3) 

(1) . (3) .3 P ] 



l'O Ogni ente x della forma x=z{xb)la, ove a e 6 sono numeri natu- 
rali, cioè l'operazione composta di moltiplicare per 6, e poi dividere per a, 
dicesi « ragione » o « numero razionale » e anche « frazione » ; e qui si in- 
dica col simbolo R. 

Il numero razionale è quindi un'operazione sui numeri, possibile in 
alcuni casi, come già si presentarono i numeri positivi e negativi. 

Nel linguaggio ordinario, « 3/5 di metro » suol indicare ciò che si ot- 
tiene dividendo il metro in 5 parti, e poi prendendone 3. Noi preferiamo 
invertire le operazioni; 3/5 significherà moltiplicare per 3, e poi dividere 
per 5; e ciò per rendere l'operazione possibile in un maggior numero di casi. 

I numeri 6 ed a diconsi rispettivamente « numeratore » e « denomi- 
natore » della frazione bja. 

•1 Si scrive spesso bja invece di (X &)(/«). 

•3 Due numeri razionali x e y diconsi eguali, quando, qualunque si 
sia il numero naturale u, purché su esso si possano eseguire le operazioni 
a? ed t/, i risultati sono eguali. 

2*0 La condizione necessaria e sufficiente affinchè sia ajb = c]d è che 
sia ad^=bc. Qui a,byC,d sono numeri naturali. 

L'eguaglianza a/6 = c/d è detta da Euclide « analogia » , che si potrebbe 
tradurre in « eguaglianza di ragioni » , e che fu tradotto in « proporzione » 
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2-1 a/b = {ac)/{bc) \ Euclides vn P17 } 

•2 a/b = c/b .=. a=c 3 a/b = a/d .=^. b=d 

•4 a/!) = c/rf .=. a/c = b/d .=. 6/a == d/c j Eucl. vii PI 3 j 

•5 a/b = d/e . b/c = e/fZ)- ^A ^= ^//^ I Euclides v P22 j 

•6 a/6 = e/f. b/c = d/e .3 a/c = d/f \ Euclides v P23 } 

•7 a/b = c/d .=. {a+b)/b = (c+rf)/rf j Euclides v P18 j 

•8 a/b = c/d.=,a/b = {a-{'C)/{b'\'d) j ^ P12,19! 

•9 a/b = c/d . e/b = f/d .3 (a+^)/6 = (c+Z" )/d J » P24 j 

t P-0DP-1--9 ] 



a e cZ diconsi i « termini estremi » , ò e e sono i « termini medi » . 

Essa si indica pure con a:b::c:d, che si legge « a sta a b come e sta &d». 

Quindi affinchè quattro numeri siano in proporzione, bisogna e basta 
che il prodotto degli estremi eguagli quello dei medi. 

Questa nomenclatura, assai diffusa nei libri elementari, è quasi scom- 
parsa dalla matematica superiore. 

Dimostrazione. Se ajòz^cjd, allora operando sul numero bd, siccome 
{bd){ald) e {bd)j{cld) sono numeri, cioè le operazioni sono possibili, per la 
Df dell'eguaglianza di due razionali, i risultati saranno eguali, e quindi 
sarà ad = bc. 

Supponiamo ora ad = bc. Prendasi ad arbitrio un numero w, ma tale 
che su esso si possa eseguire le operazioni a/ò e cjd. Allora dall'Hp ad=bc 
si ha uadzziubCj che si può scrivere {ualb)bd=.{ucld)bd'^ e sopprimendoli 
fattore non nullo bd, si ha uajb = ucld. Quindi, se ad -=. bc, effettivamente 
sono eguali i risultati delle operazioni a/b e cjd su uno stesso numero, che 
le renda possibili. Quindi queste frazioni sono eguali. 

Questa Prop qui è dimostrata, deducendola dalla Df di eguaglianza di 
due razionali, PI -3. Essa invece è da alcuni A. assunta come Df al posto 
della 1-3, e perciò è indicata con Dfp. 

La scelta dell'una o dell'altra delle Dpf come Df effettiva qui dipende 
da ragioni di opportunità. 

Assumendo come Df la 1*3, noi diciamo che 2/5 z= 4/10, perchè 2/5 di 
una grandezza qualunque, p. es., il metro, il numero 10, valgono i 4/10 
della stessa grandezza. 

Assumendo come Df la 2-0, allora dire che 2/5 =: 4/10 significa dire 
che 2X10 = 5x4. 

•4 II passaggio dalla proporzione a/b =: cjd alla ajc^ibjd dicesi, in 
matematica elementare, « alternare ». Il passaggio alla b/a^d/c dicesi 
« invertire » . 

•7 II passaggio dal primo al secondo membro della *? dicesi « com- 
ponendo » . 

« Dividendo » indica il passaggio inverso. 

Queste Prop si deducono facilmente dalla '0. 
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x+y =z ? R ^ z3(u£S^ . uXy uy £N^ r^u. tix+uy = uz) Df 



3*0 Se parliamo di numeri naturali, si ha 

«*(«+y) = ux-\-uy, (1) 

Se X e 2/ sono razionali, il secondo membro ha senso, purché ux Quy 
siano dei numeri naturali. Nel primo membro figura cc^t-y, che non è an- 
cora stato definito. Lo definiremo in guisa da reridere vera quell'egua- 
glianza. 

Però non si può assumere per Df di x-\-y T eguaglianza (1),. poiché la 
la Df deve essere un'eguaglianza il cui primo membro sia l'ente che si de- 
finisce sc+y» © i^o'^ solo lo contenga. 

Se si risolve la (1) rispetto a sc+y, si avrebbe 

«+y = {ux+uy)lu-^ 
ma nemmeno questa eguaglianza può essere assunta per Df, poiché non é 
omogenea rispetto alle lettere reali dei due membri. 

Il secondo membro invero contiene tre lettere reali a?,y, e w; e non è 
lecito indicarlo per Df con cc+2/» espressione contenente due sole lettere. 

La necessità che una Df contenga nei due membri dell'eguaglianza 
le stesse lettere reali, ossia ciò che dipende da alcune lettere sia indicato 
con un segno in cui queste lettere figurino, risulterà chiara dall'esempio 
seguente. 

Mi permetto di definire un'operazione, da indicarsi col segno «?», 
colla Prop seguente: 

aj,2/,2:«No O- «?2/ = 2c+y+2 

Se questa Df fòsse legittima, sarebbe vera per definizione^ 

Ponendo allora successivamente 0,0,0 invece di flc,y,25, poi 0,0,1 invece 
delle stesse, trovo 0?0 = 0, 0?0=:1, onde l'assurdo = 1. 

Però la Df può contenere nel secondo membro delle lettere che non 
figurano nel primo, purché queste lettere siano apparenti, cioè il valore 
di esso membro non dipenda da queste lettere. 

Noi dobbiamo adunque per definire 5c+y> scrivere un'eguaglianza, il 
cui primo membro sia 2c+y> oltre a simboli noti e a lettere apparenti. 

Daremo la Df30: 

Essendo x q y dei razionali, con x-\-y si intende quel razionale z tale 
che, comunque si prenda un numero naturale u, su cui si possano ese- 
guire le operazioni 2C e y, si abbia uzz=itix-{-ui/. 

Il secondo membro contiene due altre lettere z ed u. Si riconosce che 
esse sono apparenti, alla sola lettura della formula. 

In n uz :=:i ux-{-uy » ; le lettere x^y^z^u sono reali. 

In « comunque si prenda t^ si ha t^ ^ iLX-{-uy », la t^ é apparente. 

In « quel z tale che^ comunque si prenda Uy si ha ecc. » y anche la z 
diventa apparente. 

Si riconosce poi , dall'esame dei simboli , quali sono le lettere 
apparenti. 

Peano, ÀrUm. 5 
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^^— — ■ ■ I I II ■ — — .■.■■■... ■»■■■■■ ..^ ..1 ■ ■ ■ » 

31 a^bjCsN^ .3 a/c+b/c = ia'\-b)/€ 

[ a]e-\-bjc = ; Rh «?[t^Ni . tm/c, wò/c iN^ O» • ualc-^-nbfc = wa] 
= » » » » (t«a+w6)/c = U2\ 

= » » » » u{a-{-h)lc ^ W2] 

= » » » » (a+&)/c = «] 

= » [2 = (a+6)/c] = (a+6)/c] 

•2 a,h,CjdéìS^ .3- (i/b'\'C/d=:{ad'\'bc)/{pd) 

[ alb+cld = {ad)l{bd)+(bc)l{bd) = {ad+bc)l{bd) ] 



Invero la w fi^ra come indice al segno ZDì ® ^^^ lettera che figura 
come indice al segno deduzione, reale neU'Hp e nella Ts, diventa appa- 
rente in tutta la deduzione. 

La z è accompagnata dal segno ?. 

Ora se px è una Prop contenente la lettera reale 2, neirespressione 
Z3{ px), la lettera z è diventata apparente. 

Quindi il secondo membro della 3 contiene due sole lettere reali x 
e ^ ; ed è permesso di indicarla con un segno, quale x-\-y, che le contenga 
amendue. 

3*1*2 Somma di due frazioni aventi lo stesso denominatore, e di due 
frazioni qualunque. 

Queste Prop'l*2 non hanno il carattere di Dfp, ed impropriamente nu- 
merosi A. ne assumono una quale Df della somma di due razionali. 

La Df in questione deve avere la forma : 

x^ysB. .3- ^-\-y = (espressione composta con x e y e con segni noti). 

Invece la -2 esprime alb-{-cld non già mediante a/b e c/rf, ma mediante 
afi,c,d. Ora dato il razionale 3C, esso si può mettere in infiniti modi sotto 
la forma a/6, orve afisN^. 

Vale a dire, dati a e b risulta determinato a/ò, ma viceversa, dato afb 
non risultano determinati a q b. 

Che una eguaglianza, il cui primo membro sia una espressione o fun- 
zione a, di due funzioni, Tuna p dì a e b, e Taltra y di e e rf, e il secondo 
una funzione di a,b,c,d, non possa assumersi come Df della funzione a, si 
può verificare con un esempio. 

Mi permetto di definire un*operazione //, leggasi «medio », sui razio-^ 
nali, colla Prop seguente: 

avente la stessa forma della 3*2. Ne deduco (l/2)/i(2/3) = 3/5,(2/4)/i(2/3) = 4/7, 
e poiché 1/2 = 2/4, operando sui due membri con ìm(2/3), deduco 3/5 = 4/7 
còsa assurda. L'assurdità della conclusione prova che non è permessa una 
Df della forma scritta. 

Queste regole per le definizioni matematiche furono messe in chiaro 
solo da quando le definizioni si esprimono completamente in simboli. 
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4llt 4. afijCsR .3 '^ a+beR 

•2 a+b±zb+a 

' [ P3-0 .3- a+6 = ;Ro2!3(w£N| . ua^uòsì^^ .3» . i^+i«6 = ««f) 
<Comm+) s= (§+4-4) .3 » ■■ » » » ' , iiò+tia=z'uz) 

P30 O. » = b+a ] 

^ 5-0 ir,?/£R .3 . 

a^Xif =zx!/ = iRf> z3{uéN^ . iix,uxy eN, 3" • uxy=zuz) Df 

ajbyCyde^^ 3- 

•i (a/b){b/c) = a/c 

[ Df-O O. {ajb){blc) = ; R ^^^^[wfiNi . wa/6, italbXbjc sN^ .3i. uXalbXbjc = wz] 
§/ '1 O* * » » » » t4a/c = ««] 

Dfl-2 0. » =:a/c ] 

•2 (a/bXc/d) ■— {ac)/{bd) \ Euclide» viii P5 } 

m^ 6. afiyCsR r^: 

'i axb sR -2 ab = ba -3 a{bc) = (a6)<^ = abc 

'i a{b+c) = ab+ac 

-5 a€ = bc .=. a=& 

(R I N,)§x P2 

^ 7-0 xsR r). /x = 1 Rr^ y3(a^f/ =1) Df 

a,6£Ni .3 -i /{a/b) = b/a 

l(alb) = fBfsi/3[{alb)Xy=^l] 
= » {aXyz=Lb) 
. z= » .iy = bla) 
=zbla] 



5*0 Per prodotto di due razionali x q y si intende quel razionale z che 
soddisfa alla condizione uxy == uzy per ogni valore del numero naturale u, 
il quale renda interi ux e tiocy» 

Secondo Euclide, xXy è la « ragione composta » delle ragioni a? e y. 

7*0 Essendo x un razionale, con jx che si legge « dividere per ce», 
♦ il reciproco di ce », si intende quel razionale che moltiplicato per ce dà 1. 

• Quando si considera il reciproco di ce, spesso si suol indicare con 1/cc. • 
Lia soppressione del numeratore 1, già usata presso gli antichi Egiziani, 
A. — 2000, fu di nuovo proposta da non molti anni, onde ottenere il per- 
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^ 8. afieB, r): 
•1 /asR -2 /{/a)=a 

^3 b/a = bx{/a) Df -4 /lab) = (/aX/b) , 

•5 a?£R . ax =b .=. 07= b/a ; ; [ Qper/a O- P } 

'6 a,&,C£R .3- ' 

x,yéR . oj/a = y/6 . X'\-y :=c .=. 0?=: ac/ia-^-ìf) . y= bc/{a+b} 

[ XjpsB. . xla=zylb . cc+y =^ •=• ^^^^ • y^=^bxla . x-{-bx[à me 

.=s. ajfiR . aj(l+&/a) =ac . yzzzbxja 

.=. aj= acl{a-\-b) . y= bcl{a-\-b) ] 



\ ' 



Hm 9. /feRfR:t/,2^£ROy,»./(i/+^) = ^i/+Ara:£RO. 

[ Hp O. /(ixaj) = IxAj (1) 

Hp . wfiNi . f[nx)=znXfx O- ;^[(w+l)ae] =:/'(^rra;4-3c)= - ' 

fìinx)+fx=:nfx+fx=:(n+l)fx , (2). 

Hp . wfiNi . (1) .' (2) . Induct .D. /^wx) = nfx (3> 

» . (3c/n)|cc P(3) . Oper/n O- A^c/w) = (/sc)/^ (4) 

Hp . m^neì^i . (3) . (4) O- /lw5c/7i) = mf[xjn)~ {mln)fx ' (5) 

» . (1|5C) P(5) Q. /(m/n) = (m/n)A (6> 

(6) O. P ] 



fetto parallelismo fra le formule col segno — e quelle col /. Come si scriva 
— 5 invece di 0—5, cosi si scrive /5 invece di 1/5. 

Alcuni dicono « inverso » invece di « reciproco ». ' ' 

8'3 Essendo a q b dei razionali, con 6/a si intende il prodotto di b pel 
reciproco di a. 

*5 Essendo a fi dei razionali, allora dire che se è un razionale soddi- 
sfacente alla condizione, o equazione, axz=Lb, equivale a dire chea; ha il 
valore bla. 

Si passa dalla axzizb alla x = bja con « Oper/a » , che si legge « divi- 
dendo per a », 

*6 Due numeri razionali proporzionali a numeri dati a e ò, e la cui 
somma è e, sono rispettivamente acl{a-{-b) e bcl(a-{-b). Questa Prop, cono- 
sciuta col nome di «regola di proporzione, o di società», trovasi "in" tui" 
papiro egiziano deira. — 2000* 

Infatti , consideriamo T insieme delle condizione x^yeR , xja = yjb i. 
x-\-y=ic. Colla regola 8*5 si ha che ysB, , xja =i yjb .=. yzzibxja. 

Questo passaggio dicesi «ricavare y dall'equazione xjaz=zyjb». 

Si ha l'eguaglianza logica: y ^ bxja -, x-\-y == e .=. y = bxfa , x-^-bxja = e, 
poiché dall'un sistema si deduce l'altro, e viceversa. Dicesi « sostituire., 
ad 2^ il suo valore ricavato» il passaggio dal primo al secondo sistema. 
Con regole precedentemente viste si deducono i valori di a? e di j/. 
. 9. Indichiamo con f un numero razionale funzione d'un razionale, cioè 



1 



i 
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^ 11. afisR . nijìiéN^ .3. 



.»» 



iW 



'1 oj^m eR 

••3 (abr = a"'b 

'5 /(«"•) = (/a) 

'6 p,?eNi .3 ( p/qr = pyq 

^ I N^ §^P2. 3. 



R 



•0 ofH) 1 


Df 


•0 1 ofXm+l) {a^'mixa, 


Df 


•02 a" — af^ 


Df 


•2 «•»«"=«"'+'' 




•* (a"')" — a"'" 





m 



^ 21. afieB. .^r -0 6>a .=. a<6 .=. ftea+R Df 

•01 b>a .=, weN, . uà, w6 e N^ . 3^ . w& > wa Dfp 

§N, P2, 3, 5, 6, 7, 11, 12, 13, 14 

^ 22. a,&,c,d£N, .3: 

•1 a/b>c/b .=. a'^c : a/b>a/d,=. ìxCA \ EucL. v PIO j 

'3 a/ft = c/d .a>b . a>c .3- ^+^ > f>+c \ Eucl. v P25r | 

^4 aAa+b)<(a+c)/{a+b+c) 

•5 a/6 < c/rf .3 . a/6 < (a+<?)/(6+d!) <c/d ^ 

j Pappus vii P8 p.691 j 



tuia corrispondenza fra razionali e razionali. E supponiamo che questa cor- 
rispondenza sia distributiva^ cioè che, qualunque si siano i razionali y e «•, 
«empre si abbia f(y-{-z) z=z fy-j-fz. 

Allora, essendo x un razionale qualunque, si hit che fx è eguale al 
"valore che assume /^pel valore 1 della variabile, cioè fi, moltiplicato per x. 

Si dice spesso che una corrispondenza fra un numero ed un altro è 
tuia « proporzionalità » , quando la funzione della somma è la somma delle 
funzioni delle parti. * . 

li. Le Diin si danno o ripetendo quelle del §|^, o ricorrendo alla '6. 
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^ 23. a,b,c,d£B, .2). 
•1 h>a .=. /h<i/a 

•2 a<;& . m,n£R .3- ^^ (ma+n6)/(m+^) <;6 
•3 a<;ft .=. a R^ x3{(Kix<ì>) [p-2 Z) P] 

^ 24-i me N,+l . aeR Q. (l+a)"* > 1+ma 

[ (l+a)« = l+2a+a^ > l+2a . (1) 

mfiNj+l . (l+a)|Sm > l+m« . Oper X(l+«) O- (l+a)|S(w+l) > . 

(l-fma)(l+a) = l+(m+l)a+«^* > l+(w+l)a (2> 

(1) . (2) . Induct .D. P ] 

•2 meN, . aeR .3 (1+a)"* < l+m(l+a)*"a 

[ l+a < l+a(l+a) (1) 

meNi . (l+a)|Vm < l+ma(l+«)|^/w . Oper X(l+«) -D- 

(l+a)|Xm+l) < l+a+7na(l+a)|S(m+l) < l+a(l+a)|Vm+l)4' 
ma(l+a)(Xm+l) = l-f(m+l)a(l+a)|^(m+l) (2) 

(1) . (2) . Induct O. P ] 

•3 rneN, . aeR .3 (1+ar^* < l+(m+l)(l+a)*"a 

[ P-2 . Oper +a(l+a)[Sm O. P ] 

R - 

^, 31. a,6£N, . CE a+N, . da 6+N, .3 
M c/a = d/6 .=. {e— a)/ a = {d—b)/h j Euclides vn Pll | 

•2 c/a = d/6 .=. (c+a)/(c— a) = {d+b)/{d'-b) 

^ 320 a?£R . //£ x+R .3. ?/— :r = 7 R'^ Z3ix+z =y) Df 

•1 bjCsi^^ . a£ &+N, .3 d/c—b/c = {a—b)/c 
•2 apjC,d,ad--bcé^^ .3 (i/b—€/d=2{ad—bc)/{bd) 

(RIN,)§- 

^ 33-1 me N,+l . aeR . a<l .3 (1— a)** > 1— ma 
•2 meNi . aeR .3 (1— a^ < 1— m(l— a)*^a 

[ [a/(l-a) I a]P24-l-2 D P I 

•3 » .3 (l-ar</(l+wa) 

•4 » .ma<l 3. .(l+ar</(l— ma) 

[ P24-2.33-2 O. (l+a)m(l— ma)<l . (l-a)»n(l+maXl O- P-3'4 J 
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[ 1> [l+xKmn)]X[l-xl(mn)] (1) 

(1) . Oper|S(mn) rj. 1> [l+xl(mn)f{mn)X[l—xl{mn)fimn) (2) 

P24-1 O. [l+xl{mn)f^n^l+xlm O. [l+xj{mn)]\^{mn) ^ (1+xlm'pm (3) 

P33-1 O. [1— 2c/(m/i)]|^m > 1— cc/n O- [1— x/(mn)J|^(mrO > (1— flc/w)IVi (4) 

(2) . (3) . (4) O. P ] 

•6 x,ysR . a>=i/ . m,nfiN^ r^. x^ìf' <; [(mir+n2/)/(m+n)]**^ 

[ mniy — 3c)/(m+w) | a; P*5 O- P 1 

^ 34-0 aeR . meN, Q. a"" = /oT Df 

a,6£R . m,n£n r^. -i a"' aR P11-2--Ì 

•5 a''z=^/ar -6 aVa"*==a^ 



.n— »» 



max min ^ 40. (R [ No)§max 
•1 UE Cls'R . maxit eR .3- ^^iii /^ = /maxi^ 



34. Il simbolismo algebrico attuale si è lentamente sviluppato attraverso 
i secoli. Ecco un passo in cui si ricontrano gli argomenti negativi: 

Chuquet a.l484: «qui partit .72.* par .8.* Il treuue ala part -S.S-™ » . 

Versione: (725c*)/(8cc*) = 9i3c-3. Si vede l'uso deiresponente scritto in 
alto ; la base della potenza indicata nella versione con 3C, è sottintesa dal 
nostra A. Il segno — ha la forma m, ed è scritto dopo il numero. 



72 



§27 E 

^ 1. x.yéR .3 

•0 Ea? := max N^, ^ y3(y^^) Df 

M Ea?6Ko • Ea7^a?<;Eir+l 

•2 Eo? = ? No^ a3(a ^ a?< a+1) Dfp 

•3 wéìHi r^. Ex =x 

•4 af>y .3 fir ^ Ey 

•5 aéN^ .3 E(a+a?) = a+Ex 

[ Eas ^ as < Eac+l O- a+Ex ^ a+« < a+Ex+1 . a+Ea sNo O- P ] 

•51 Eo? + Ey ^ Eix+y) ^Ex + F/y + 1 

[ Ex^x<Ex+l . Ey^y<Ey+l .3 Ex+Ey ^ x+y < 
Ex+Ey+2 O. P ] 

•6 aéN^ .3 axEr ^ E(ax^) < aXiEx+l) 

•61 Ea? X Et/ ^ E(a?Xi/) < (Er+l)(Ei/+l) 

•7 aeN, 3. E(a?/a) = E KEa7)Ai 

•71 x>l 3. E(E2/ / Eo?) ^ E(t//ir) ^ E[Ei/ / (Ex+1)] 

[ iylx) I y P-61 O. Ex X E(y/x) ^ Ey < (Ex+1) XE(i//x+l) . 
Oper /Ex O- E(2//2c) ^ E^/Ex . E(y/x) ^ Ey/(^Ex+l) . OperE . 
P-4 O. P ] 

•8 a,béN^r^.q\xot(ayb) = E(a/b) Dtp 



§E 

Ex, che si legge « l'intero di x », è il massimo dei numeri interi non 
superiori ad x. 

La lettera E è l'iniziale della parola francese « entier », e fu introdotta 
come simbolo da Legendre nel 1808. 

La Propl*8 esprime il simbolo precedente quot mediante i nuovi / e E. 
Introdotti questi, si può mandare via il quot e tutte le Prop di §quot si 
si trasformano in Prop del §R, o in quelle del §E. E precisamente le 

§quot 10 1 -3 -5 -6 7 8, 2-1-2-3 '4'b 8 9 30 
diventano §E 10 1 3 -1 2 5 -7 -4 -51 6 -61 3 
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^ 2. asR . nsn. .3. 

' *0 Cfr^a = Cfr,E(X"**a) Df 

•1 m^nsN^ . me^^xn .3 Cfr_„y(X**— 1) =1 

'2 » . m-£N.Xn r\ » =0 

^ 3. a,6eR .3- '0 orda = max n^ n3(X** :g a) Df 

•i Xl^orda ^ a < X^(orda + 1) 
•i ord(a+6) ^ inàx(^ orda u ^ ordft) 

[ orda 5 orde O. X|Norda ^ a< X|^(orda +1) . &< XJXorda rfl) . 
3 X|Vorda<a+6<2xXf^(orda+l)<X|\orda+2) .3 P ] 

•3 a>6 .3- ^^^^ ^ ^rd6 

' ^i ord(aX&) ^ orda + ordft 
' » ^ orda + ordft + 1 

[ X|^orda ^a< X|Xorda +1) . X|Sord6 ^< X|N(ord& +1) 3. X|Xorda + 
* ord6)^JaX&<X|^(orda^-ord6+2) 3. P ] 

' •» meN^ .3- w^xorda^ord{a"*)<;m(orda+l) 
/' '6 a^b .3- ord(a— 6) ^ orda 
•7 a6R-(Xf^ii) .3 ord/a =: — orda— 1 

.' [ Hp 3. xjvorda <a< Xfs(orda +1) 3. X|N(-^orda — 1)< /a < 
. ■ . Xl^C^orda) r^. P \ 



2*0 Essendo a un razionale, ed ri' un numero intero positivo o nega- 
tivo, CÌTn a si legge « la cifra d'ordine n di a » , come già si è visto in 
§Cfr (pag. 47). Se n è negativo, ed =:— m, ove tw^Nì, Cfr— ma si legge 
pure « la cifra decimale d'ordine m ».'Cfr— 1, Cfr— 2, ecc., si leggono anche 
*la cifra dei decimi, dei centesimi, ecc. 

Frazióni decimali. 

Diconsi frazioni decimali, e anche numeri decimali, le frazioni il cui 
denominatore è una potenza di 10. Esse si indicano separando con un segno 
tante" cifre del numero, dà "destra verso siniàtra quanto è l'esponente della 
potenza di 10 per cui si vuol dividere. 

Questo segno di separazione è in molti Autori una virgola. 

Alcuni usano il punto ordinario. La notazione, abbastonza difiusa, che 
non presenta ambiguità, e che perciò adotteremo, è quella d'un punto in 
alto. Questa virgola o questo punto diconsi « virgola decimale », o « punto 
decimale » , per distinguerli dalla virgola e punto ortografici*. 
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Ad esempio 12-34 = 1234/X» = 1X+2+3X-144X-2, e si suol leggere 
« dodici e trentaquattro centesimi », o anche « dodici punto trantaquattro ». 
In questa seconda dicitura, 12*034 si leggerà « dodici punto zero trenta- 
quattro ». 

•34 =; 0-34 = 34/X*. 

Le operazioni sulle frazioni decimali sono casi particolari, e molto 
semplici, delle operazioni sulle frazioni, precedentemente considerate e che 
diconsi « ordinarie». E appunto questa semplicità che rese comune Tuso 
delle frazioni decimali. 

Addizione. 43-21+87-65 = 4 321/X«+8 765/X» = 43-21 

(4 321+8 765)/X« = 13 086/X» = 13086. ^7j65 

L'operazione si dispone come accanto: 130*86 
In modo analogo si fa la sottrazione. 

Moltiplicazione. 43-21X56-7 = (4321/X«)X(567/X) = (432lX567)/X» = 
2450007/X» r= 2450*007 

Divisione. Il rapporto di due frazioni decimali, come già quello di due 
numeri naturali, e in generale quello di due frazioni ordinarie, è una 
frazione ordinaria. 

Non ogni frazione ordinaria si può ridurre a frazione decimale. 

Si ha 1/2 = 5/10 = 5, 1/5 = 2/10 z= -2. 

In generale se il denominatore è il prodotto di una potenza di 2 per 
una di .5, moltiplicando numeratore e denominatore per una conveniente 
potenza di 2 o di 5, il denominatore può diventare una potenza di 10; e 
solo in tal caso la cosa è possibile. 

Dato un numero razionale x, si può determinare il numero decimale, 
con n cifre decimali, che non superi x, e ne differisca meno di 1/X*» . 
Detto a il numeratore, dovrà essere 

ajXn ^ «< (a+l)/XH 

ossia a^ X» ac< a+1, 

onde a := E(X'» x)^ e la frazione decimale che esprime per difetto il numero 
razionale x a meno di X— « è : X--»E{X»» x) 

Se « = a/b ove a,&eNi, la frazione decimale cercata saràX— »»E(X« 6/a)=: 
X— '»quott'X» 6,a), e le sue cifre si ottengono coli 'operazione « divisione » 
fatta sui numeri interi^ spiegata a pag. 46. 

Nell'uso pratico si scrive il segno = fra il numero razionale ac, e la 
frazione decimale che lo esprime con n cifre decimali; sicché 

1/3 = -3333... 1/9 = -1111... 1/99=010101... 1/999 = -OOIOOIOOL.. 
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§28 r 

ma 1-0 r= -f-Rw— Rw^O Df -01 r = n/N, Dfp 

i x=:y j=: usB, . w+a?,w+jy fiR T^i, u+x = u+y Dì 

•2 X+J/ — 

7rf>z3{u£R . u+XyU+x+y eR r^u, u+x+y = u+z) Df 

•3 — X = 7 1^ y^{oO'\-y =0) Df 

•4 a? — // =1 a?+( — y) Df 

•5 i3t7^=y .1=: uevL . ^^ir, t^;/ en ^u, ux — w// Dfp 

•6 ajx.v = iry = ?r^^3(w£n . itXyUxyen J^u. itxy = t^^) Df 

•7 /x = 7r^y3{xy=zl) Df 

•8 x/y = xx{/y) Df 

•9 0?+// = 71^ ^3(w£ii . ?>tót?, 1^// fin ."^u, ux+uy = uz) Dfp 

^ 2-0 a^fter .3 ^+&^r • —dST . axbsv . §n 



^ l'O Col seguo r, che si legge « numero razionale relativo », si intende 
rinsieme dei razionali positivi, dei razionali negativi^ cui si aggiunga an- 
cora lo 0. 

*01 Essi si possono pure considerare come rapporti 4i numeri interi 
relativi, n, a numeri interi assoluti N^. 

Estendiamo a questi nuovi enti le definizioni date sugli n e sugli R; 
e ciò è possibile in due modi. Cosi: 

*1 Diciamo che due numeri razionali relativi xey sono eguali quando^ 
preso comunque il nuinero ra^onale assoluto u^ su cui possiamo eseguire 
le operazioni -{-x e +y» si abbia u-^x = u-\-y. Questa è l'estensione di §nl-5. 

•5 Ma possiamo pure dire che i due numeri razionali relativi x e y 
sono eguali, quando, comunque si prenda il numero intero •relativo u, su 
cui però si possano eseguire le operazioni Xx e Xy, si abbia wxx^wxy* 
Questa è Testensione di §R1*3. 

2*0 Le principali Prop sui numeri interi relativi sussistono ancora pei 
razionali. 

•1 Parlando del reciproco d'un razionale, bisogna supporre questo 
non nullo. 
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^ 3. a,hjCjdsv r).\ 

•1 a — e -=0 r^: x£T . ax+b = cx+d .=. t= {d — h)/{a — e) 

[ Oper— 6 Oj 2Cfir . aX'\^ = cx-{-d .=. xbt . oac = cac-f-^ — ^ 
Oper — cac ry, » .:=. acfir . ax — ex = d — h 

Distrib(X,+) O* *. •=• 2cer . (a — c)x = d — & 

Oper /(a— e) 0« » •=• ^cfir ; x=. (d—b)l{a-^c) 

Hp . P21 O: » .=. a;= (4— 6)/(a--c) ] 

•2 x,yeT\ x+i/ =ia . a? — ^y =6 .t=z. a?=:{a+&)/2 . ,y=(a — 6)/2 

jDlOPHANTUS Ilj 
[ x.yev . cc+y =a . x—y =b .=. ysr . x=z y+b . y+ò+y =a 

.=. y= {a—h)l'2 . ac= (a— 6)/2 +6 = (o+6),/2 ] 
[ x^yev . x-\-y =za . x—y =& . Oper+ . Oper — 0-' 

a;,2/£r . 2x = a+6 . 2y = a— 6 O- a= (a+6)/2 . 2/= {a— 6)12 (1) 
a= (a+^)/2 . y= (a— ò)/2 O. x,yer , x+y =fl . x^y =5 ' (2) 

(1)(2)DP] 



3-1 Indichiamo con a,b,c^d dei razionali positivi o negativi. Se a — e 
non è nullo, allora il razionale che soddisfa aftla condizione ax-f-&:= 
cac-;|-<i è dato dalla formula 3C=i(d — 6)/(a — e). 

La condizione ax-{-b = ca;+^ dicesi « equazione di primo grado » . La 
sua risoluzione è pressoché intuitiva, e ne troviamo cenni nell'antico pa- 
piro egiziano gi& più volte citato. L'enunciazione formale della regola 
trovasi in Aryabhata, che insegnava verso il +500 a.Paliputra sul, Gange, 
sotto la forma seguente : 

Una persona possiede a buoi e & lire (ruj)ie)^ ed un'altra e buoi e d 
lire; ed esse sono egualmente ricche. Quanto vale ogni bue? 

Il nostro A. risponde al problema: « .dividete la differenza delle rupie(c? — &), 
per la differenza degli oggetti (a— e). Il quoziei^ite è il valore d'un oggetto ». 

La risoluzione^^dell'equazione si ottiene: 

A) Operaniio per -^, o come si dice, trasportando il tjermine b del 
primo membro, che non contiene a?, nel secondo. 

B) Operando per. -^caj, cioè, trasportando nel primo membro quel 
termine del secondo membro che contiene x, 

C) 1 due termini che ora sono nel primo membro contengono 
amemiue il fattore x. Per Distrib(X,+)v«a?— ca[;=:(ar-c)a3. Il passaggio dal 
primo al secondo membro di questa eguaglianza dicesi « mettere x in evi- 
denza», « raccogliere il fattore «.». 

Z)) Infine si opera per /(a— a), cioè si divide per a— e, che è il fatr 
tore di x, p come si suol dire è il « coefficiente » di x. La condizione che 
X sia un razionale, che accompagna l'equazione proposta, e le sue succes- 
sive trasformazioni, si può sopprimere dall'ultima, poiché se x^={d—b)l 
{a — e), e a — c-^0, ne risulta xer. 

•2 Data la somma a e ja d.ifferenza 6 di due numeri x e y, questi 
valgono rispettivamente («+6)'2 e (a— &)/2. , 
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•3 cCyyjZev . y+z ==a . z+w =b . x+y =c .=. a?= (b+c — a)/2 . 
y= {a+c—b)/2 . z= (a+b—c)/2 \ Diophantus 1 16 j 

•4 XyyyZST . y-^-Z — X =a . Z:\'X'-r^t/^^=zb . x+y — z =c .r=:. 

x=z {b+c)/2 . y= ... j Diophantus 1 18 j 

•5 x,yjZyteT . y+^+^ =^ • ^4"^+^ z=iV^x^y^t'=zc . ^•+y+ ' 
^ =zd .=. 0?:= (64"<^+<^ — 2a)/3 . y= . . . j Diophantus 1 17 ^j 

^ x-^y-^-z—t^id .=; iz? =(a-f-6-f (^4-c^/4 — a/2 . y= . ; . 
} Diophantus 1 19 j ^^ 

^ 4-1 ap,Cjaf),dsT.ab' — a'6-=0 .3• 
x= {cb'-c'b)/{ab'—a'b) . y= (ac'-'acyiab'-'a'i) ^^ 

[ Hp O- «-=0 .sj. a'm=0 ' 

Hp . a-=0 0« 5c,2/^r • aac-[-Òy=c . à'x-j-b'y:=c' .=. 
'2^r . ce i={c-^by)la . a'{C-^hy)la-\-h'y =c' 

.=1. » » . a'{c — by)-\-ab'yz=ac' 

.=. » » . a'c — a'by-\-ab'y =r oc' 

.=:. » » . («&' — a'b)y-=.ac* — a' e, 

" .=. yz=z{ac'^a'c)f(ab'—a'h) : x=[c—b(a&-'à'c)l{ab'-^a'b)]la .=. ... ] 

•2 afi^Cya'yb'fC'sr . ab' —alb =0 . ac' — o!c -=0 .3- 
-a (^;y)3[ x^yEv . ax+by =^c . a'x+b'y =:c'] 

•3 afi,Cya\b\c'£r . ab' — a'b=0 . ac'—a'c=0 . a-=:0 .'^): 
x,y£v . OiT+fty =<? . a'x-\-b'y =c' :=. yev . x= {e — by)/a 



Questa i*egola insieme a molte successive trovasi in Diofanto, che 
scrisse un' aritm€Ìtica in Alessandria d'Egitto verso il +200. 

Sono scritte in simboli due dimostrazióni. 

L'insieme delle condizioni date, ove si ricavi x dalla x— y = 6, e si 
metta il suo valore nelPaltra equazione x-\-y = o, ci dà il valore di y, & 
in conseguenza quello di a?. ? 

Oppure, si sommino e sì sottraggano le due equazioni date. Se ne de- 
ducono due equazioni contenenti l'una solo x e l'altra solo y. Ricavati cosi' 
ac e y, bisogna ancora verificare che essi soddisfano effettivamente alle 
equazioni proposte. 

4*1 Risoluzione del « sistema di due equazioni di primo grado a due 
incognite»^ L'espressione ab' — a'b dicesi «determinante di a,b,a\b' ». Se 
esso non è hullt), la '1 dà ì valori di a? e ^. Se esso è nullo, ma non è 
nullo un determinante analogo, la P'2 dice che non esistono valori razio- 
nali (e finiti) soddisfacenti alle condizioni imposte. Se infine queste due 
espressioni sono nulle, ma uno dei coefficienti, p. es. a, non è nullo, al- 
lora la P*3 dice che si può prendere ad arbitrio y, e ne risulta determinato xj 
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§29 v 

• [ x.ysrj O. x<l . y<l .3 xy<l O. 1717 1> (1) 

ar^,/ .3 aj<(a:+l)/2<l .3 ^^V^ì .(2) (1).(2) 3 P ] 

•2 ^N, = rjB. =:R 

^ 2. a,6£R r): 

[ Hp 3. 6-5 Tfb 3. 6-e i^a 3. -(&<a) 3. Ths ] 
•3 rja = J^6 .3- ^=& [ Hp . P-4 3. a^ . 6^a 3. Ths ] 

[ § Cls' 2-8 3. »?(«-h5) D »;«+i76 (1) 

^xstja , ys rjb 3. aj<a . y<6 3. 3c-f-y<a+ft 0« 3c+y « »/(«+&) (2) 

(2) 3. '?«+'?& D nifl^) ' (3) 

(1) . (3> 3. P ] 

•5 f]ayt]b = r] msix{icujtb) 
•6 riaprii) =2 7} min(eau6) 



l'O Col segno 17, che si leg^ « frazione propria », « frazione », o 
semplicemente « età», si indicano i razionali minori di 1. 

*1 II prodotto di due frazioni proprie è una frazione propria, e viceversa. 

Si badi di distinguere lyX»? da 17', poiché 17 X»? per le Df date, significa 
prodotto di due età, eguali o no; e 97' indica i quadrati degli età. 

2*1 La Prop « & è minore di a » è equivalente alla « & è una frazione 
propria degli a ». Si ha cosi un simbolo semplice per dire « numero razio- 
nale minore di a » » 

/17 equivale a « frazione impropria », « frazione maggiore di 1 », o 
* l+R». 

Se u è una classe di razionali, rju indica i prodotti di un 97 per un u; 
quindi xeriu significa « x è un razionale minore di qualche u » , 

In §Cls' si sono incontrate alcune proprietà dei segni +,X,h che estesi 
a Classi, non hanno tutte le proprietà degli stessi segni fra numeri; ma 
invece d*un = bisogna scrivere 3- 

Le Prop2*4 3-l-2'3 dicono che quando una classe è la 17» si può, invece 
del ZD^ scrivere di nuovo r=. 
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^ 3. w,i?,M7 fi Cls'R .3« 

•i ri(U'\-v) = lyw+v^ }Distrib(jy,4")ì 

[ §Cls' 2-9 O. v(w+v) D lyw+'/i^ (1) 

XBU . yev . ZB yjxi-rjy . P2'4 O» 2J« vi^+y) O» -^^ »7(w+v) (2) 

(2) . Elim(x,y) O. vu+vv D »7(u+v) (3) 

(1) . (3) O. P ] 

[ §Cls*3-8 O. tjWn^ + n 3 tjU^un (1) 

x,^et^ . ^£ i?5C»»y» . f^ maxfixs^f^) .3. ^ew . ^e 17/»»+»» O- ^ 17^"»+»* (2) 
(2) . Eiìm{x,y) .3. i/w^t^n 3 i^ww+n (3) 

(1) . (3) O. P ] 

•4 mfiN, .3- ^(^**)=^ 
[ 7n=:l .PI-IO- P (1) 

m^Ni . rjrj^ = 17 . P*3 O- »7»7'*+^ = i/i/^^V ^:zrjfi^:zrj (2) 

(1) . (2) . Induct O. P 1 

^ 4*1 u€ Cls'R • maxw sR .3- lyw = 17 maxw 
•2 w£ Cls'R . min(R-iy w) fiR .3* v^ = V minw 
•3 we Cls'R . afiR .3* i](i = i]U •=• a= min(R-?^w) 
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§ 30. 



^ 1 . afiyCjdeCl^ . ne Ma ry. 

•0 u^a z=y3l^a^ X3(ux =y) j Df' 

•01 ye u^a .=. a oc3{xea . itx =y) { ?'0 • Operye o. p J 

« < 

•i ooea .^. Ita) e u^a 

•2 c'^a .3 u^c'^u^a Óperw* 

[ Hp O. orsX3{tix=y)ZD ar>X3{itoc=zy) , Operg . Operys .3- P ] 

•3 u^a'^c .=: xsàr^^.tixec 

•4 vecfb .3. t;^(w'a) = (t?tèya 

•5 (?3^ • ^D^ O- ^'(<^ = ^^c w ?!*'rf Distrib(' uj 



•.e 



[ Df * O. u\csjd) = y? a 

Distrib(«,u) O- » y^a 



Cf\jC3(uoc=zy) sj df\)C3(uic=zy)] 
Distrib(a,^) O- » y3\ [a cnx?(t«B=:y)] u [a dr<jc3{itocz=iy)] \ 

Distrib(3, SJ) O- » y^[ a cr>x3(ux=:y) ] ^ y3[ a <;2r>aj3(i/ar=y)] 



1*0 Siano a e & delle classi, e t^ un & funzione degli a, cioè una cor- 
rispondenza fra gli a e i ò. Allora con u^a, che si legge « u degli a » , o 
«f w di qualche a », e anche « w di ogni a », si intende Tinsieme dei valori 
che assume ux^ ove x assuma tutti i valori nella classe a. Cioè u^a è ogni 
ente y tale che si possa determinare un individuo della classe a, ed x 
tale che si abbia uxz=y. 

Operando per xs sulla '0 si ottiene la -01. Si vede che il secondo 
membro contiene la lettera apparente x. La notazione ora introdotta del 
segno ^ permette di scrivere la stessa relazione senza lettera apparente. 

'2 Se la classe e è contenuta in a, anche gli u dei e sono u degli a ; 
cioè ai due membri d*una Prop universale si può premettere il segno m*, 
e si ha una Prop universale dello stesso senso. 

Es. « Italiano ZD Europeo ». Operando per « figlio di » si ha t figlio di 
un Italiano 3 figlio d'Europeo » . 

•5 Dice che il segno ' è distributivo rispetto ad u. 
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•6 


a {u^aYc 


•3.0/^ 


rr?3(ua? 


se) 




l 


Df* O: 


a 


(u^ay>c 




g cn i/3[ gon X3(iixz:zy) 




§3 2-4 O: 




» 




a «n CC3 3 cn ^3(?/ wx)] 




Df ; O: 




» 
» 




» (3cn;wcc) 
»■ (ìixsc) 


•7 


^^A-A 










•8 


a?£a ."^. u^i 


a? 


t ux 







^ 2*0 a,&£ Cls . u£ a}b .^. a'^t = t/3 a a'^ ir3(a;i^ =?/) Df 

•1 ke Cls .3 Cls' A = y3 a Cls ^X3(xk =y) = Cls'^ l/^iy'^k) Dfp 



Es. Figlio di (Italiano u Francese) =1 (figlio di italiano) u (figlio 

di Francese). 

Questa proprietà rassomiglia alla distributiva di r> rispetto ad u §v^'l 
(pag. 23), e se ne deduce; ne differisce però in questo che mentre, ese- 
guendo l'operazione n si ha una classe contenuta nella precedente, cioè Mag- 
giorenne o Italiano 3 Italiano, invece operando con ', la nuova classe 
non è sempre contenuta nella precedente ; cosi « figlio di ' Italiano » , che si 
legge « figlio di qualche Italiano » , o « figlio di un Italiano » , o « figlio d'I- 
taliano » , indica una classe non necessariamente contenuta in Italiano. 

2*0 a'u si può leggere «degli a Vu»^ e si usa quando u è. un segno 
di operazione che sussegue la variabile. 

•1 Sia k una classe; allora ocryk, o semplicemente a?A: rappresenta una 
classe contenuta in fc; e col variare di x le rappresenta tutte. Dunque 
Cls'fc indica « prodotto logico d'una qualche classe per k », che si legge 
«classe di fc», come è stato definito in §Cls' (pag. 27). 

Esempio. Cfro'Ni^ = 0---9 

« Le cifre delle unità dei numeri cubi sono tutte le cifre da a 9. » 

Se u è una classe di numeri, ed a è un numero, a-\-''u, aX^u, c^'^u,... 
rappresentano i numeri che si ottengono aggiungendo a ad ogni u, o mol- 
tiplicando per a gli u, o dando ad a per esponente i vari valori dì u. Ma, 
per le convenzioni fatte in §Cls' (pag. 27), queste classi si indicano sem- 
plicemente con a-\-Uf aXu, €i\^u,,.. Vale a dire parecchie definizioni pre- 
cedenti esprimono semplicemente la convenzione di sottintendere i segni 
' e ' in quei casi speciali. Ma non sempre è possibile sottintendere questi 
segni, o per ragioni di chiarezza, o perchè si può presentare ambiguità. 

Altro es. No'' D 5No^5No+l)o(5No+4). 

Elevo a quadrato. Osservo che il quadrato del quadrato d'una classe 
di numeri è la quarta potenza di questa classe, precisamente come se opero 
su un numero, come dice la PI -4 in cui al posto di u e v legga « qua- 
drato di». Per la Pl'2, resterà una Prop generale dello stesso senso: 

No* D l5Nou(5No+l)w(5No+4)]^ 

Peano, Ariim, 6 
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§31 Q r 1^ 00 e 

^ 1. ti£ Cls'R . asB. O: 

•0 a<; Vii .=. ae rju Df 

•1 a= 1'?^ .=. Roa?3(ir<;a) = Er\r3(.T<; 1'?/) Df 

•2 » .=. ì]a ^= Y}U 

•3 a> r?/. .=. -(a< l'i^) . -(a= 1'?/) Df 

^ 2. a,&£ 1'^ Cls'R .3 

•j a=& .11=. R^ ^3(a;<;a) = R^ x'5(.x<;fc) Df 

•2 a^ft .1=. Rr> a?5(^<;a) 3 R^ X3{x<^b) Df 

•3 6^a .=. a^ft Df 

•4 a<^b .=z. &>>a .=. -(6^a) Df 



Distribuendo l'elevazione al quadrato ai termini della somma logica, per 

la 1-5, ho: Nq* D (5No)M5No+1)M5No+4)^ 

Ma (5No)- D 5No, (5No+l)^ D ^N^+l, (5No+4)-^ Z) 5No+l, e componendo 

per w : No* D 5Nou(5No+l) 

scritta in §NiP8 (pag. 33). 

§Q 
10 Sia u una classe di razionali, e sia a un razionale. Allora dicesi 
che a è minore del limite superiore degli w, e si scrive a<l'«*, quando a 
è minore di qualche u. 

Cosi comparisce la nuova idea « limite superiore d'una classe di nu- 
meri razionali ». Noi non poniamo una Df della forma: 

US Cls'R .3- 1'^^ = (espressione composta coi segni precedenti) 
ma definiamo solo la relazione « il razionale a è minore del limite superiore 
degli u » . Con questa relazione definiremo nominalmente le relazioni e ope- 
razioni successive. 

•1 Dicesi che il razionale a è eguale al limite superiore degli w, 
quando ogni razionale minore di a è pure un razionale minore di qualche 
u, e viceversa ogni razionale minore di qualche u è minore di a. Si può 
pure scrivere sotto la forma "2. 

21 Essendo a e b dei limiti superiori di classi di razionali, dicesi che 
a-=.h quando ogni razionale minore di a (categoria definita dalla 10) è 
pure minore di ò, e viceversa. 
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^ 3. u.veCls'R Q: 

•0 Vu = Vv .=. rju =: rjv 

'i Vii ^ l'v .=. fju'^ tjv 
•2 Yu <i 1'^ .=. a ^^' - ^^ 

•3 Tw =zVrjU [ TfirìU) = (>;»;)w = ^^u . PO 3 P ] 

•4 a£R .3- ^-"^^ 1'^^ = 1'^^ 
^ 4-0 t^£ Cls'R . aw . a R-(^^A) O- 1,?/ = T R-(««A) Df 

(1.^ A, <) I (1', n, » PI . P2 . P3 

^ 5-0 Q = 1' '[Cls'R ^ iis^mi . a R - ?y?^)] Df Q 

•' RDQ [P3-4DP] 

•2 ?^£ Cls'R . a?* . a R- »;?* .3- 1'?'- ^ Q 

^ 6-0 00 = l'R Df 

•2 u£ Cls'R .3 l'w < ^ 



4*0 II simbolo 1, si legge « limite inferiore » . 

Sia u una classe di razionali, ed esistano degli u. Allora per limite 
inferiore degli u si intende il limite superiore dei razionali ognuno dei 
quali è inferiore, non eselusa l'eguaglianza, ad ogni u. 

•1 Si dice poi che il limite inferiore degli w è lo 0, se la classe dei 
numeri superiori a qualche u forma l'intera classe dei razionali. Vale a 
dire, se comunque si prenda un razionale, esistono numeri della classe u 
minori di esso. 

Le Prop precedenti sui limiti superiori continuano a sussistere pei li- 
miti inferiori, con leggiere modificazioni. 

5*0 Per « quantità » o anche « numero reale positivo » , indicato col 
simbolo Q, si intendono i limiti superiori delle classi di razionali, effetti- 
vamente esistenti, e tali che esistano dei razionali maggiori di tutti i nu- 
meri della classe. 

•1 I numeri razionali appartengono alla categoria delle quantità. In- 
vero ogni numero razionale è il limite superiore dei razionali minori di esso, 
6 II limite superiore della classe dei razionali di cesi « l'infinito » e, 
da Wallis {i.l665 in poi, si rappresenta col simbolo 00. 
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6*3 UE Cls'R . att . -a R - ?^w .3* ^^ = ^ 
•4 US Cls'R . ^u r^. Vu e Qytco 

^ 7. aybyCS Qu eoo .3 

•0 a+b = V[RfW3(x<a) + Br\JC3(x<b)] Df 

•1 UjVe Cls'R . aw . a?? .3. Ti^ + 1'^ = r(t*+^) Distrib(r,+) 

[ Hp O. l'?^,l't^£ Qm«» . P-0 O. yu+Vv = ì'[Br^3{x<ì'u)+ 
Brsx£(x<:ì'v)] = V{t]u+ì]v) = Vri{u+v) = r(w+t^) ] 

•2 a+b = &+^ 

[w,ij£ Cls'R , Vu=:a .ri;=6 O. a-|-6=l'w+l'v=r(w+^?)=l'(^+")=l'^+l'«*=^+« ] 

•3 a+{b+c) = {a+b)+c 

[ u,v,w£ Cls'R . azzzVu . bz=Vv . c=i l'i/; O- 

a+(6+c) = l't^+(l'i;+l't^) = Vu+V{v+w) = l'[w+(i;+zt?)] = 
r [(w+u)+T^;] = ìXu+v)+Vv) = (rt*+l'v)+l'w; = [a+b)+c ] 

^ 8. afi,c,deQ, Q: M &>a .=. bea+Q Dfp 

•2 &>>a .=. b+c >> a+<^ -3 &>>a . d>^ .^ &+^> «+c 

^ 9. a^byCsQycoo r^: 

•0 axb = r[Rm73(a?<a) X RAr3(ir<&)] Df 

M t^,w Cls'R . ai^ . a^; .3 ^^^ X l'v = ^(^^X^?) Distrib(l',x) 

[ Hp .3 Vu,Vv£Qui:c 0. ì'uxyv=:V[Rf\)C3{x<Vu)X^RrGCs(x<Vv)]=z 

y[vuxvv] = y^iuxv) = y{uxv) ] 

"^ abz=ba '3 a(&c) = (ab)c = abc 

[ (X I +)P7-2-3 D P9-2-3 ] 



7'0 Per somma di due quantità a e 6 si intende il limite superiore 
delle somme di due razionali, l'uno minore di a e l'altro minore di 6. 

1 Dice che l'operazione « limite superiore » è distributiva rispetto alla 
somma. Questa Prop non può assumersi quale Df della somma di due quan- 
tità. Invero la Df deve avere la forma : a fi sQ .3- «+& := (espressione 
composta con a, con &, e coi segni precedenti). 

Invece la Prop'l contiene nel primo membro l'i/ e l'i;, ma il secondo 
è un'espressione contenente w e v, e non gli enti di cui si vuol definire 
la somma. 

Ora data una classe w, risulta determinato \'u\ ma viceversa data la 
quantità a, essa è il limite superiore di infinite classi differenti. 

Questa osservazione è analoga a quella fatta in §R3*1 pag. 66. 
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9*4 a{h'\'C) = àb-^-ac 

[ w,v,t^£ Cls'R . azzzVu . 6= l'i; . c=: l'w? O- a(6+c) = rwX(l'^*+ 
l'-z^) = rwXl'(^+^) = y[uX\v-\-w)] = r[»;w(v+w;)] = \'(rìUV-{- 
riuw) = r(»;wi;)+l'('?«*w;) = y{uv)+V{uw) = (rt*)(l'i;)+(rw)(rw;) = 
ac+6c ] 



•5 a,&£Q .3 ^X& £Q 



•6 aX30=:oo 



^ 10. a,b,c,dsQ Q: 

•1 a^b .=:. ac '>' bc '2 a^b.c>d .3- dC^-bd 

•3 a^b.c^d .3 ac+M>a6Ì+&c [ §NiP6 d P1--3 ] 



^ 11. a,&£Q .3- '0 /a=:?Q^a?3(aJXa=il) 

•i /a £Q -2 /(/a) =a -3 /{ab) z 

•4 b/az=:bx{/a) 
•5 a=:6 .=. /a = /& .=. a/b =1 
•6 .oi^eQ . ax =b .=. a?= b/a 

^ 120 (9 = Q^^^a?<l) 
(^, Q) I (^, R) §.; 



Df 

{/a){/b) 
Df 



Df 



^ 13. UyVe Cls'Q . az^ . a^; . aeQ .3* 



1^?^ = 1/R n u/O) Df 

a= l^w .=:. a/0 = u/6 
0= l^z^ .=. u/O =Q 

\(uxv) = \u X \v 



•0 l'z^ — l'(R n ^z^) 

•1 «1= Vu .=. 6az=0u 

•3 r(w+^^) = Vu + Vv 

•^ l'{uxv) = Ynx^v 

.5 Tt^eQ .3 lji/u)=:/l'u 

•6 l'i^=oo .=. iyu=0 

•7 l'(i^^?;) =^ .=. Vu =00 .u. 11? =:>o 
•8 \(UsjV) =0 .=. l^t* =0 .u. 1^^ =^0 

^ 14-0 a8Q . &£ a+Q .3 b—a = 1 Qr> x3{a+x =&) Df 
Hp-0 .3 '1 &— aeQ -2 b^-a+a^b -3 (Q | N^) §— 



12-0 <9 indica le quantità minori di 1. Si può leggere « theta ». Sussi- 
stono le Prop del §iy scambiando rj in 0. 

13*0 Se t* è una classe di quantità, per limite superiore degli u si in- 
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^ 20. ape Qw t3o . m,n£No .3- 

•0 a':=l . a"+* = a"xa Df 



(1) 



M w£ Cls'R . aw .3 (1'!^)*^ = r(ir) 

[ wo=d . l'Ct*'') =1 . ^'uy =1 o- i'(«^^^ = ^uf 

(1) . (2) . Induct O. P ] 

•3 {ahT — a"&" -4 (a"T = «"" 

•7 UE Cls'Q . a?/ O- XiiC^) = (Yur . l/^^*") = (M^)" 
§|^P2.3. §N,P11-14. §RP24. 

^ 21. as(^,m^n,p,qeì^^ r^. 

•0 a r^/r/i = "v|<^ = 1 qr X3{af^=a) Df 

•01 ^a = > Df 

•4 "*vKa& )= ("»rvl^) Distrib(4x) 



tende il limite superiore dei razionali minori di qualche u. Il limite infe- 
riore degli w è il limite inferiore dei razionali maggiori di qualche u. 

20*2-4 Si dimostrano sia ripetendo la Dm delle Prop di §|^, sia ricor- 
rendo alla '1. 

21*0 Essendo a una quantità ed m un numero naturale, con »"\|a, che 
si legge « radice m-esima di a » , si intende quella quantità che elevata a 
potenza m dà a. 

Il segno di radice ricevette le forme R, r, y[. Le regole sui radicali 
trovansi in: 

ChuQUET f.47: « auta^t vault R^6 comme R6.216 ». 

» f.48: « R6.13 qui vault com~e R^.RMS ». 

Invece di « radice m-esima di a » si dice e si scrive anche « a elevato 
al reciproco di m » ; notazione che verrà completata dalla P22-0. La consi- 
derazione delle radici come potenze frazionarie, che si riscontra in Girard 
a. 1629, si è diffusa per opera di Newton (f a.l727). 
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•5 "^sl/a = / "•via Comm(v|, /) 

•8 n/m = q/p Q. *^^a^ = ^^a^ 

w^7 O- ('^^|'^^«^,mp) = (^^i^5')l\m;9) . Oper «»:\| ..33. P j 

rt|^m = ? //5 [??,g£N, . m=p/q .^p,q . //= (r^h^j^/^/ ] Df 
•1 aeq . p,q£^, O. 6t(p/g) = ^^^K^O 

•2 ae 1+Q . meQ .^. of^m = T a{^(Rr^ Om) Df 

•3 » » ^ > = 1^ af^(R^ m/^) Dfp 

•4 a £ ^ . » y> =\ af^(R^ ^//O Df 

•5 » * » » zìi: V a[^(Rn />i/fii) Dfp 



22-0 Df della potenza con esponente frazionario. Ne risulta, Propl, che 
se p e q sono numeri naturali, ci\^(p!q) vale la radice d'ordine g di a ele- 
vato p. Però la P'I non si può assumere come Df, poiché il primo membro, 
che si vuol definire, è una funzione di p/q^ e il secondo è una funzione 
di p e di q, che non sono funzioni di p'q. Occorre trasformarla come segue : 

« Se a è una quantità, ed 7n è un numero razionale, con a elevato m 
si intende il valore costante dell'espressione ^>i{c^p), qualunque si siano i 
numeri naturali p e q il cui rapporto sia m » . 

Essa si esprime coi nostri simboli colla 0, che si legge; 

« af^m è quell'ente t/ tale che, comunque si prendano i numeri natu- 
rali/; e q, soddisfacenti alla condizione inzzipq^ sempre si abbia y'=^{(f^p^.q » • 

In questa eguaglianz.a-definizione, il secondo membro contiene le let- 
tere y^p^q^m^a. Le p e g sono apparenti, perchè figurano come indice al 
segno 3; la y è apparente perchè è seguita dal segno 3. Rimangono le 
lettere reali a ed m, ed è permesso quindi di indicare questo secondo 
membro col segno nuovo ct^^rn^ in cui figurano appunto le lettere reali a ed m. 

•2 Se a è una quantità maggiore di 1, ed m è una quantità qualunque 
(non razionale), per dJ(^m si intende il limite superiore dei numeri che si 
ottengono elevando a ad esponenti razionali minori di m. 

•3 E si potrebbe pure definire come il limite inferiore dei valori di a 
elevato ad un razionale mag'giore di m. 

•4'5 Se rt è minore di 1 , bisogna scambiare i limiti superiori cogli inferiori. 
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^ 23. àyb^nijìieQ .^. M af^meQ 

[ as 1+Q O. rt|Sm X «l^n = ^a|^(R^^w)]X[l'«^(R<v9?^)] 

= 1 ' J [tìr|S(R/N9m)] X [o^(Rn0 w)] ! 

= ^a|^[Rf^(9(m+?^.)] 
= c^{m-{-n) ] 

•7 a<l Q: m>n .=. a"' ^a'' 
^ 24. a,b,c,d£R .3- 

[ Hp . Oper|V2 O- a'+6+2a^Jò=c O- \|& = (e— a'— &)/(2a) O- P ] 

•2 & -^R^ . a+y|& = (?+\M O- ^^^^ • ^^=^ 

[ a>c . a+sp = c+>id .3 («— c)+^Jò = >J^Z . P-1 .3. fteR' (1) 

a^c . » » » (e — a)+^z=^ » » » (2) 

a -=c . » » . (1) . (2) O- 6£ R"^ . Transp O. P ] 

•3 ^a+^&-=^c .^. a/&£R' 

[ Hp .3 a+&+2v|(a&) = c . P-1 .3 aX^ £ R^ 3- Ths ] 

•4 a/& -£R' . a>>& . c>>d . v|a+v|6 = v|<?+>Jci O- ^^=^ • ^^=^ 

[ Hp 3. «+6+2yKaò) = c+d+2s^^cd) . aò -£ R^ 3. a+6=c+c/ . «&=c<Z 
3. (a— 6)-=(c— cZ)- 3. a—b=zc—d 3. Ths ] 

•6 b .£ R^ v|(a+v|&) = s\c+^ . c>d .^. 

a^-&£R^ . c= [a+vJ(a'-6)J/2 . ci= [a-^(a'-b)]/2 

j -1, -^--S, -4, -5, -6 EUCLIDES X P26, 42, 79, 111, 59-96 } 



241 Se a,&,c sono razionali, e se a+y|&=:y|c, necessariamente tanto ò 
quanto e sono quadrati di razionali. 

L'espressione «+\l^? ^^^ a e b sono razionali, ma >J& non è razionale, 
fu detta da Euclide « binomio r> <i kx, avo òvofxdzcov » . 

•2 Se un binomio è eguale ad un altro binomio, le parti del primo 
sono rispettivamente eguali a quelle del secondo. 

La parola «binomio », in molti libri recenti, ha cambiato significato, 
e indica puramente un'espressione della forma a-\-b, ove a e 6 sono quan- 
tità qualunque. Allora nel binomio non si possono più riconoscere i termini. 

Analogamente al binomio, si è introdotta la parola « polinomio », che 
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^ 25. a,b£Q, .3 
•1 a*-b eQ O- nK«+vI&) = vli[«+sK« -&)]/2! + s\\[a-4^a'-b)]/2\ 

•2 » — » — - » 

•3 a—bsQ .3- \K\|^+\|&) = 

*^[}2a~6+2v|[a(a-&)li/4] + *^[|2a~&~2v|[a(a~6)]j/4] 

^ 26. a,&£Q O: 

•^ >^cib)^{a+b)/2 [ {a+by>4:ab .3 P 

•2 >J(a+6) > vJa+v|&-*vKa&/4) 

•3 6>a O. (&-a)y(8&) < (a+&)/2->J(a&) < (&~a)V(8a) 

[ Xa+b)l2-^[ab) = (a-6)V[2(a+ò+2v|(a6))] ] 

* 30. 

[m,??£R . ^>5Ni . mp^nps^^ . §R33-6 .3. af(wp)X2/Kwj^)< 
[{mpx-\-npy)l(mp-{-7tp)f{mp+np) . Oper|^/J9 O- P ] 

[(l+x/m, l-x/71) I {x,y) P-0 O. P ] 

•2 m,ir£Q . m^r £^ .^. (ì+xY"{l—77ix) <! 

[ (mcc, 1) I (5c, 71) P-1 O- P ] 

•3 meQ . x£0 .3 (1— i^)*'*(l+^^^) <1 

[ (x/m) I se P-1 O. {ì+xlm)m(l—x) <1 (1) 

Cm) I m (1) O- (l+mx)|N/m (1— a:;) <1 . Oper\^ìn O- P ] 



significa somma di più quantità. L'etimologia di questa parola però è 
confusa. Alcuni A. francesi scrivono « binòme » , facendola derivare da 
« noma », invece che « binome » derivante da « onoma = nomen ». 

25. Trasformazione della radice d'un binomio nella somma di due radici. 

26. («4-^)2 dicesi anche « media aritmetica fra a e & » . 
yKaò) dicesi « media geometrica » . 

La Prop261 dice che la media geometrica è inferiore all'aritmetica. 

La -3 dà una limitazione della differenza fra media aritmetica e geo- 
metrica. 

30-0 La radice d'indice m-\-n del prodotto della potenza 7n di x per la 
potenza n di x dicesi « media geometrica fra x e y coi coefficienti, o pesi, 
m e 71». L'espressione (mx-\-ny)!{7n-{-iì) dicesi «media aritmetica fra x e 
y, cogli stessi pesi men». 

Questa Proj) dice che la media geometrica è minore dell'aritmetica. 
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^ 23. a,b{ni,ne(^ r^. '\ a^msQ^ 

[ as 1+Q O. c^ììi X «|S7i = ra|^rR^m)]X[l'«^(R<v9?0] 

= l';[tì^^(i^v9m)]x[ó^(I^N9w)]! 

= l'a|S[Rr>(9(m+?i)] 
= «|^(m-|-w) ] 

•5 a>b .=. a"'>b'^ -6 a>l .3 m>n .=. a''' > a'' 

•7 a<l Q: m>n .=. a'" <a'' 

^ 24. a,b,c,dsR r^: 

[ Hp . Oper|S2 O- a'+6+2a^Jò=c .3 >J& = (e— a^— 6)/(2a) .3 P ] 

[ a>c . a+y|òz=c+v|c? 3. (a— c)+>Jò = >J^Z . PI 3. òsR» (1) 

a<c . » » » (e — a)+s|^ = ^ » » » (2) 

a -=c . » » . (1) . (2) 3. bs R2 . Transp 3. P ] 

[ Hp 3. rt+6+2>J(a6) = e . P-1 3. aX& £ R' 3- Ths ] 

•4 a/b -£R* . a>>6 . c>d . y|a4-y|6 rz:y|c+>J^ O- ^=<^ • ^^=^ 

[ Hp 3. «+&+24;a&) = c+G?+2y|(;crf) . ab -£ R- 3. a+6=c+c/ . aò=cd 
3. (rt— 6)^=(c— cZ)- 3. a—b=c—d 3. Ths ] 

•6 b -^ R^ >](a+s\b) = ^c+y|d . c>6i r), 

a'—b £ R^ e— [a+^(a'— &)J/2 . d= [a~vJ(a'~&)]/2 

i -1, -S-a, -4, -5, -6 EucLiDES X P26, 42, 79, 111, 59-96 } 



241 Se a,&,c sono razionali, e se a-|-y|6 := y|c, necessariamente tanto b 
quanto e sono quadrati di razionali. 

L'espressione «-f-\|ò, ove a e b sono razionali, ma y|6 non è razionale, 
fu detta da Euclide « binomio » « ex Svo òvofxdzcov » . 

•2 Se un binomio è eguale ad un altro binomio, le parti del primo 
sono rispettivamente eguali a quelle del secondo. 

La parola « binomio » , in molti libri recenti, ha cambiato significato, 
e indica puramente un'espressione della forma «+6, ove a eb sono quan- 
tità qualunque. Allora nel binomio non si possono più riconoscere i termini. 

Analogamente al binomio, si è introdotta la parola « polinomio », che 




r 
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^ 25, a,6eQ Q: 

*2 » — » — » 

*>J[i2a-&+2vJ[a(a~&)| j/4] + *sI[l2«-6-2^[a(a~&)IÌ/4] 

^ 26. a,b£q Q: 

-1 sKa&) ^ (a+&)/2 [ («+6/>4aò .3 P 

•3 b>a O. (&-a)y(8&) < (a+&)/2-vKr/&) < (6~rOV(8a) 

[ '(«+^>)/2-v|>6) = (a-&)8/[2(a-f6+2>J(nò))] ] 

* 30. 

[m,7?£R . jpfNi . mp,nj)eN^ . §R33-6 .3. ix^(mp)Xy\^{np) «C. 
[{mpx-\-npy)Xrnp-\-np)f^{jnp^np) . Oper|S,j[> O. P ] 

•1 m,n,X£<^ . X<Jl .3- (l+i^/wO"'(l— ^/>0"<^ 

[(1+x/m, 1— x/?*) I (x,^) P-0 O. P ] 

•2 m,.'r8Q . mxeO .3 (1+^)"X1— '^^^Xl 

[ (mx, 1) I (X, 70 P-1 0. P ] 

•3 meQ . xeO .3 (l—ir)"(l+/>^^) <1 

[ (xlm) I 5c P-1 O. (l+cc/m)»n(l— X) <1 (1) 

(/m) I m (1) O. (l+mx)|^/m (1— a?) <1 . Oper|S??i .3. P ] 



significa somma di più quantità. L'etimologia di questa parola però è 
confusa. Alcuni A. francesi scrivono « binòme » , facendola derivare da 
« noma », invece che « binome » derivante da « onoma = nomen ». 

25. Trasformazione della radice d'un binomio nella somma di due radici. 

26. (a-[-&) 2 dicesi anche « media aritmetica fra a e 6». 
s^àb) dicesi « media geometrica » . 

La Prop261 dice che la media geometrica è inferiore all'aritmetica. 
La '3 dà una limitazione della differenza fra media aritmetica e geo- 
metrica. 

« 

30'0 La radice d'indice m-\-n del prodotto della potenza tn di ce per la 
potenza n di x dicesi « media geometrica fra x e y coi coefficienti, o pesi, 
7n e n». L'espressione {mx-\-ny)l{m-]-n) dicesi «media aritmetica fra x e 
y, cogli stessi pesi m q n » . 

Questa Prop dice che la media geometrica è minore dell'aritmetica. 
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30-^ mxsQ .3 {l+xr"^' > l+{m+l)x 

[ xl(ì-\-x) I X P-2 O. [l-x/(l+x)]»»[l+m(r;(l+3c)] <1 

O- /(H-3C)"» [l+(m+l)a:;];(l+x) <1 
.3. l+(m+l)5c < (l-}-x)"»+^ 1 

•5 me 1+Q . rreQ .3. (l+a?r>l+mj? 

[(m— 1) I m P-3 .3 P ] 

[(m— 1,1,1, l+wiaj) I (m^ìijX^y) P-0 O- P ] 

•6 me9 . ireQ .3. (l+'^r < 1 j-'^^^ 

[ (l/m, mx) I {m,x) P-5 O. P-6 ] 

•7 me 1+Q . x^nixeO r^, (1— a;)"*>> 1— m^r 
•8 m,XE9 r^, (1— ^6')*^ < \—mx 

* 31. 

[ Hp O. 7i/m>l .3. (l+x/nfWm) > l+x/m . OperJV??* .3. P ] 

•2 m</i .3. (l+/my''< (l+/nr . [ p-1 . x=l o. P ] 

[(7i— m,l+/??i,l) I Oi,x,y) P30-0 O- P ] 

[ Hp .3. nlm>l .3. (1— x/n)(S(/i/m) > 1— a?/m . Oper|^7/i .3- P ] 

•4 m,neQ . n>m>l .3 (1— /m)'"<(l— /n)'* 



•5 m,n,rreQ . m<;i .3 (l+a?/m)'^+''>(l+a:/nr^*" 

[ {m-}-x, n+x) I (m,70 P-3 .3. [m!{m-\-x)]m+x ^\jii(^n-}-x)f{n-}-x) . 
Oper/ .3. P ] 



•6 rn/nsQ . m<Cn .3 (1+/^) 



m+l 



(1+A) 



n ti 



•7 m,neQ . n>l 3. (l+/m)«*(l—//i)'*<i 
[ P301 . cc=l .3. P ] 



•8 m,neQ 3. (l+/mr<(l+/nf+i 

[ (71—1) I r^ P-7 3 P ] 

[ [n+1, (m+l)/m, n/(n+l)] | (n, x, t/) P30-0 .3. P j 

•9 a,&eQ .a'=b 3. (a+&)f^(a+&) < a!^a ìJ^b 2|Xa+&) 

[ {b,a,a,b) \ {m,n,x,y) P300 .3- P ] 

* 32. 

•i a,b£Q. . nis 1+Q .3. (a+6)^ > à'^+ma'^-'b 

[ (bla) \ X P30-5 . Oper X{c^m) .3- P 1 



Y. 
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32-2 aeq . bs Oa . me 1+Q Q. (a—b)"" > a"'—ma"'-'b 

[ (bla) I X P30-7 . Oper X(«^wl) O. P ] 

•3 a,6£Q . mel+q rj. (a+ft^ < a"'+m(a+br-n) 

[ {a+b) \ a P-2 O- «^> (a+6>>»— m(a+6)'^i6 O. P ] 

A aeQ . b£0a . mel+q .3 {a—br<a'^'-m(a—b)'^-'b 

[ ia—b) I a P-1 O. P ] 

•5 a,6£Q . a<;b . ma 1+Q 7^. 

•6 a,6£Q . ma 1+N, .3 '"^pT+b) < a+ft/C^^^^*^"') 

•7 a,68Q . me 1+N, . b^ma"^ r). '^^(a'^—b) < a— Vl^/ia*^"*) 

[ bl{mam-i) I 6 p.1.2 . Oper ^^ .3 P-6-7 ] 



§32 q 

^ 1-0 q = Q^— Qw^O Dfq 

(Qo,q)l(No,n)§nPl-32 

^ 2. i^j^eCls'q . aw . ay . aaq .3* 
•0 ai=: Yu .=:. a — Q =: u — Q Df 

•01 a=ì;u.^^.a+Q = ti+(^ Df 
•02 ai= \'u .^=1 -a u^{a+Q) : ye a— Q 32/- ^ ^^(.?/+Q) Dfp 

•03 a=l^w.=:: » ^ » + » — Dfp 

•04 +00 = ì'u .=. u — Q =q Df 

•05 --Q0 = \;u .=. ^^+Q =q Df 

•06 +00 = Xu .=: meq rym. a i«^(w^+Q) Dfp 

•07 —00 ZZI l^w .=: » » » — » Dfp 
• 1 Vu eqyjtoc . \u e qu ^— oc 
•11 u 3 ^ — Qo -D- 1'^ £ q • Yu ^ a 

•12 i* 3 ^+Qo O- V^ ^ ^+Qo 

•2 aeq .3 ^+^ = '^ +^ = qo + 00 1= 00 . a— x) = (— oo )+a 

nz: — QO —a? = —X . —00 <C^<C+^ • — ^ <C+<» Df 
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•4 r(— 1^) = — 1,1^ 

•5 t^^t-' .3 Yr ^ r^< ^ 1^1^ ^ 1/' Oper T, Oper 1^ 

^ 10*0 a,6€q .3 0?= a+b .=. ^= a+ft .w. 0:^= a—b Df+ 
•i aeq r^: xeq , x^=a .=. a^O . iz;=: +vja 
•2 a,b£q .3* ^£q • oc^+2ax+b =0 .=. a^& . a7i=: — a+>Ka'— &) 

i EUCLIDES VI P28, 29 j 

I Leonardus Pisanus a.l202 p.407 : 

« (Si) volueris ìnvenire quantitatem census [ce*] , qui cum datis radicibus 
[4-2aa;] eque tur numero dato [ = — 6], sic facias: accipe quadratum me- 
dietatis radicum [«-], et addo eum super numcrum datum [a- — 6]; et eius, 
quod provenerit, radicem accipe [s\{a- — 6)]; de qua numerum medietatis 
radicum toUe [\H«' — 6)— a]; et quod remanserit erit radix quesiti census. » j 

•3 a,b,ceq . a-=0 .3* 
coeq . ax^+bx+c =0 .=. b^—iac ^0 . ocz=. [_.b+y|(6'— 4a(?)]/(2a) 

[ ax^+bx+c =0 .=. M'x-+^abx-{-Aac =0 .=. (2ax+6)-— ò^+iac =0 
.=:. (2rtCC+ò)'- =: 6' — 4ac .=:. ... ] 

j Brahmagoupta a.598, Version de Rodet p. 75 : 

« Mets le nombre connu dans le coté oppose à celui où sont... l'inconnue 
et son carré. Au nombre connu, multiplié par quatre fois le nombre des 
a;^ ajoute le carré du coefficient du terme moyen; la racine de ceci, moins 
le coefficient du terme moyen, étant divisée par deux fois le nombre des 
carrés est la valeur de x »| 

* 11. 

•0 a,teQ Q: a(a— ft) =&' .=. b= a(v]5— 1)/2 .=. a==&(^+l V2 
.=. a'+(a— 6)' = 3&' .=. b(a+b)=ci^ .=. a—b = a(3— v|5)/2 

I EUCLIDES XIII Pl-6 i 



Le equazioni considerate nelle Prop 10-2-3 diconsl « equazioni di se- 
condo ^rado » . La loro soluzione era ben nota ad Euclide, che ne fece uso 
sotto forma geometrica e sotto forma analitica. Ma la regola di risoluzione 
non vi è esplicitamente enunciata. Essa trovasi in Leonardo da Pisa, e più 
anticamente in matematici dell'India. 

11 Se a è un numero che misura una lunghezza o segmento, il nu- 
mero b che soddisfa ad una delle condizioni della -0 dicesl « parte aurea 
di a » ; a è diviso da b in « media ed estrema ragione » « omqov xai /néaov 
/-óyov » . 
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■ ■ ■■ - ■ — -— ■ ---■- ---■■ ■ — -■■ ■ ■ ■ . - __■■ ■ --_ , 

afieq r^: 

1 l'i cc,y£q . x+y =:2a ,xì/ = b . x^y .=, 

a^b . x= a+s^a^—b) . y= a—^a^—b) 

[ x-\-y = 2a . xy = b O- {^-\-yf—^^y = 4(a"---6) (1) 

x-\-y=.2a . (5C+I/)*— 4ocy = 4(a^— 6) O- xy=b (2) 

(1) . (2) O: 
x-\-y = 2a . xy =zb . x^y .=. x-^y = 2a . (x+yf—4:xy ^ 4(a- — 6 . x'^y 

. (x— 2/)« = 4(a«— 6) . x^y 
. a^— ò>0 . x—y = 2sJ(a^— ò) 

• «^ìm* • • • J 

S DlOPHANTUS I P27, 30 I 

•2 ir,2/8q . x-\-y = 2a . x^+y^ = 26' . a;>>2/ .=. 

b^aJ" . x= a+vj(6'— a') . y= a—^tf—a") 

[ xi-y=i2a . x-+y^=z2b- . x^y 

.=. x+yz=2a . (ir+?/)-— (x-+2/^) = 4a2— 20* . a;>?/ 
.=:. » . xy =: 2a^—b'- . x^y 

• ^^^ • • • • I 

I DlOPHANTUS I P28 



» 
» 



a>26 . ^=vJ(a+26)+vJ(a— 26) . y=^a+2b) — ^(a—2b) 

[ cc-+2/^ =:« . xy -=0 . £f>,v .=. x^-\-y^-\-2xy =: <2+26 . x'^-\-y^ — 2xy = a— 26 
. x>y .=. (02+2/)^ = «+26 . {x—yf=:a—2b . x>y .=. 5c+z/ = >J(a+ 
26) . a— 26>0 . x— v = vj(a— 26) .=. ... ] 

I Bachet, Commentarla in Diophantum, I, 33 quaestio I. 



a,b,x,y£q r^: 
•4 x^yeq . ^+.y^ =^a . x+y =b . ■=. x+y =b . 3bxy = 6'— a 

[ x^-\-y^^a . x+y=b .=:. x-\-y=b . (x+.y)'— (cc'+i/') = 6' — ti 

.=. » . Sxy(x-^y)z=:b^—a 

•=••.] } DlOPHANTUS IV PI 



1 Due numeri x e y hanno per somma 2a, e per prodotto 6; ce è il 
maggiore. Ciò equivale a dire che a^>b, e che i numeri hanno i valori 
scritti. 

Infatti, dalle condizioni x-\-yz=:a . xy=:b, elevando a quadrato la 
prima, e togliendo la seconda moltiplicata per 4, si tira una terza condi- 
zione; e viceversa dalle prima e terza, sottraendo dalla terza la prima 
elevata a quadrato, e dividendo per — 4, si ha la seconda condizione. 

Quindi la coesistenza della prima e seconda condizione vale la coesi- 
stenza della prima e terza. Di qui, con una successione di eguaglianze 
logiche si ha il risultato. 
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.=. x+j/ =1) . 2(j://)'— 4&*a7//+&*— a =0 

x+y=b . (.x+.y)*-(aj*+2/*) = 6*-a 

. 4.ry[(.r+z/)*— 2.ryl+6(ac^)*=6*— a 
. Axi/[b^ — 2xy)-\-Q(xyy = 6*— a 
... ] 

=, x-\-j/=b . bbxj/{b^—xi/) = &*— a 

x-\-ì/=b . (x+jy)i.x*— 2c3y4-x-i/*^— x^«+i/*)=a 
» . 6(aj* — a^y-\-x\i/^ — 3C?/®+2/*) =« 
» . ò[(x4-,v)*— 5a^^— 5jc-^- — 5x^] =a 
. 6* — ^bxy{x--\-Xì/-{-y') ^a 
. 56a:;?/[fx+,y)'' — xy] =6^ — a 
... 1 



^ 12-0 aeq . me 2Ni+l 
^eQ . o?^ = ao? -4- ?>^ .= 






3 *"^tì^ = ^ q^ir5(^''*=a) 

wiTI=(a/3)^3: 

0? = '^i* Vvl^' 



Df 



|N. Tartaglia a.l546 p.l2:3: 

... Quando che'l cubo restasse lui solo [x^:=zax + b] 

Tu osseruarai quest'altri contratti. 
Del numer farai due tal part'a volo [b =: u+t?] 

Che runa in l'altra si produca schietto 

El terzo cubo delle cose in stolo. [ìiv = (<'//3)^] 
Delle qual poi, per commun precetto 

Torrai li lati cubi insieme gionli 

Et cotal summa sarà il tuo concetto, [x =: ^\\u + ^s\v] 
... Questi trovai, et non con passi tardi 

Nel mille cinquecent'e quatro e trenta 

Con fondamenti ben sald'e gagliardi 
Nella città dal mar 'intorno centa. j 

xeq . x'+^ax+2b =0 .=. x~ 'Nj[-6+N](&"+a')]+'s|[~6-vK&'+a')] 
•3 b'+a' =0 O. q^ x3(x'+Mx+2b =0) = tCs\b) w <-2 's\b) 
•4 b^+a' <0 Q. nximlq^ X3ix^+3ax+2b =0)] =3 



12 1*2 L'equazione qui considerata dicesi del terzo grado, perchè con- 
tiene la lettera ce, di cui si cerca il valore, alla potenza 3. 

La sua risoluzione data dal tempo in cui l'Italia aveva il primato 
nella Matematica. 
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•5 a,&eQ , 8rf>»6 .3. 
'^l«+(6+«X|[(8«-6)/(276)]ì + '4[a_(&+aX|[(8a-6)/(276)] = 'J& 

•6 aeq . teQ .3- 

'>J[a'+3a&-}-(3a'+&)^&] + '^[a'+3a&-(3a'+&)^& = 2a 

^ 13-0 a,m£Q .3 a"*** = /(a'") Df 

•7 a<l Q: m>n .=. a"^<a" 

^ 14. 2/.£Cls'(qu6aOw^ — QO) .3- 

•0 msixu = 1 u^ X3{y£u r^y. y-^x) Df 

•01 mìnu = ^o?) Df 

•i uum^^£N, .3* i^^xz^» xmwu su 

•2 ^^^ e?^ .3 1'^^ = maxw : 1/^ eu .3 V* =^ miiii^ 

•3 UjVe Cls'q .3 

^ 20. a,teq .3 

•0 moda = ? Qo^ X3{a^^ -^x .u. a= — ^;) 

•4 moàaeQ^sjiO -2 mod(a+6) ^ moda4-mod& 

•3 mod(--a) = moda u mod(ax6) = modaxmodft 

•5 a-=0 .3 mod/a=/moda 

•6 meN, .3 niod(0 = (moda)"' '7 moda=:vJa* 

^ 21-0 xe(\ .3- Err = max n^a3{a<^x) Df 

(q I R) §E 

^ 22. ne N,+l . xeq, .3 

•0 Ef >J^) = ? No <> ^5[0** ^ ^:^ < (^+1)**] Dfp 

[DfE O. E w^ = >Non23[z^ ^Jx<z+l] = 'No^z3[s**^sc<(s+l)» ] ] 

•1 E(^4r) = E(^v]Ea^) 

[ P-0 O. (E ^v|cc)« ^ a? < (E «>Jx+l> . OperE .3. 
(E ^Jsc)^ ^ Ex < E '»vjx+l)« . P-0 O. P ] 
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22-2 ae 1+Q Q. vja ^ EJa + [a— (E>Ja)»J/(2Ev|«) 
•3 . * > EJa + [a-(ENla)'J/(2Ev|a+l) 

(a-x7(2r) ^ 2/ > {a-x^Yx^x+V) ] 

•4 a£ 1+Q .3 > - E'>Ja ^ [a-(»']/[3(E»»] 

(a-x-8)/(3x») ^y> (a— ac3)/(3a;-^+3x+l) ] 

•G ord^'vja? = E(ord,T)//i 

[ ?i ord «vjx ^ ordsc < w (ordx-f-l) ] 



APPKOSSIM AZIONI. 

Nelle applicazioni pratiche dell'Aritmetica si fa uso continuo di numeri 
approssimati. Ciò si fa o perchè non interessa, e quindi si dice trascura- 
bile, la differenza fra il valor vero e quello approssimato. Cosi in Com- 
mercio si trascura un valore più piccolo della minima moneta corrente 
che è il centesimo, o i 5 centesimi di lira. 

Ovvero perchè la grandezza in questione non è esattamente nota. 
Cosi i numeri che esprimono le grandezze definite in fisica e in astronomia 
sono noti solo per approssimazione, determinata dalla precisione degli 
strumenti con cui si fanno le misure. 

Infine, e questo è il caso comune, perchè la grandezza considerata 
non è ben determinata. Cosi il peso specifico del ferro, dice l'esperienza, 
vale 78, a meno di 01; e questo numero non può essere ulteriormente 
precisato finché si parla di « ferro » in generale ; lo può essere analizzando 
il ferro speciale che si considera. 

La frase « x è un valore approssimato di a » è un'indicazione spesso 
utile, ma che deve essere precisata per tradurla in linguaggio matematico. 

« X è approssimato ad a per difetto » significa « oc^a » . 

« X è approssimato ad a per eccesso » significa « x^a » . 

« Errore del valore approssimato x rispetto al vero a » è la differenza 
a — X, cioè il valor vero meno l'approssimato. L'errore è positivo se l'ap- 
prossimazione è per difetto, negativo se per eccesso. 

In pratica i numeri approssimati sono espressi da frazioni decimali. Si 
scrive azzzx, ove a è una quantità qualunque ed x è una frazione deci- 
male, per indicare che x è un valore approssimato di a; e precisamente 
con ciò si suole intendere che x è la frazione decimale approssimata per 
difetto ad a, a meno d'un 'unità dell'ultimo ordine che essa contiene. 

Noi useremo sempre la convenzione ora spiegata. 

Quindi a = 1-3 significa l-3^a<l-4 

e a=zl-30 » l-3^a<l-31 
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Si vede cosi che il segno =: ha qui un significato speciale, e la scrit- 
tura a=:ac per dire che « a è rappresentato per approssimazione da se » non 
può essere usata nelle formule matematiche. Se n è il numero delle cifre 
decimali di Xj la formula esatta, da sostituirsi alla comune a=:x, è 

X-'»E(X« a)=zx 

ovvero a e x-{-{Osj(0)X ^ 

Si potrebbe dare alla stessa eguaglianza a=.x il significato: as è il 
valore approssimato per eccesso, a meno d'un 'unità decimale dell'ultimo 
ordine scritto, cioè x — X— «^«^aj 

Molti A. danno alla stessa eguaglianza il significato « ce è il valore 
approssimato di a, a meno di mezza unità decimale dell'ultimo ordine 
scritto » , cioè X — X— '»/2 ^ « < cc+X— w/2 

che si trasforma facilmente in se = X— »E(X» a-[-/2). 

In pratica poi coli' eguaglianza a=x si intende che « a differisce da x 
meno di alcune unità dell'ultimo ordine». Queste unità debbono essere 
minori di 10, altrimenti l'ultima cifra scritta risulta completamente illusoria. 

Accorciare un numero decimale x significa sopprimere alcune sue cifre 
a destra. 

Eseguendo le operazioni aritmetiche su numeri approssimati, i risultati 
saranno solo approssimati. Ed è necessario stimare l'errcwe che ne risulta. 

Le cifre che inavvertentemente si scrivono nel risultato al di là di 
quelle consentite dall'approssimazione dei dati, diconsi da alcuni A. « cifre 
del lotto», perchè a seconda del caso di aver scelto una o un'altra via di 
calcolo, si sono trovate quelle cifre invece che altre; e sono tanto atten- 
dibili quanto se si fossero estratte al lotto. Altri A. le dicono « cifre 
disoneste »; perchè se in un risultato, in cui i dati permettono di determi- 
nare due cifre, se ne scrivono quattro, si fanno quattro affermazioni, di 
di cui due sono giuste, e colle altre due si dicono cose che non si sanno. 

Addizione e sottrazione. 

Se i numeri a sommarsi sono calcolati con un numero diverso di cifre 
decimali, in pratica sì accorciano quelli che ne hanno di più. Fatta la 
somma dei numeri decimali calcolati per difetto, si avrà per difetto la 
somma cercata. Aumentandola di tante unità dell'ultimo ordine decimale 
quanti sono i sommandi, si avrà la somma per eccesso. 

Le cifre comuni alla somma per difetto e a quella per eccesso saranno 
cifre esatte della somma cercata. 

Esempio: Sia a calcolare 43-21+76'5, cioè a calcolare la somma di 
due numeri espressi per approssimazione, per difetto, dai numeri scritti, a 
meno d'un 'unità dell'ultimo ordine decimale. Sopprimo la cifra dei cente- 
simi nel primo numero, perchè dovrebbe sommarsi con una 43*2 
cifra incognita di centesimi nel secondo. 119'7 è minore della 76' 5 
somma cercata; aggiungendovi 002 ho 119*9 maggiore della 119*7 
somma cercata. La parte intera è dunque 119. La cifra dei decimi è 7 o 8. 

Peano, Àritm, 7 
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Si ha cosi la regola : 

« Per sommare più numeri approssimati, il cui numero non superi 10, 
« si riducono tutti ad avere m-fl cifre decimali ; si somma ; si sopprime 
« l'ultima cifra. Tutte le cifre rimaste sono esatte, tolta l'ultima cioè quella 
« d'ordine m, che deve forse essere aumentata di un'unità. » 

Se l'ultima cifra della somma fosse 9, aumentando il numero d'un'u- 
nità dell'ultimo ordine decimale, l'ultima cifra diventa 0, e bisogna variare 
la penultima. Quindi alla questione «con quante cifre devo calcolare 2sommandi 
affinchè la somma abbia 7 cifre decimali esatte », non si può rispondere in 
teoria con un numero determinato. Spesso è 8; qualche volta è 9, altre è 
10, ecc. Supposto che le cifre si presentino con egual probabilità, ♦il nu- 
mero cercato è 8 in 9 decimi dei casi; è 9 in 9 centesimi dei casi, e in un 
caso su 100 è superiore a 9. Nelle tavole matematiche, per es. in quelle 
dei logaritmi, per avere la somma con 7 cifre, alcune volte occorre calco- 
lare i sommandi con 10 e più cifre. Per eliminare questa difficoltà teorica, 
nelle applicazioni pratiche conviene ammettere numeri approssimati a meno 
di alcune unità dell'ultimo ordine decimale. 

Se si ha una somma algebrica di termini, alcuni positivi ed nitri ne- 
gativi, ridottili allo stesso numero di cifre, si fa la somma algebrica dei 
valori approssimati. Sottraendovi tante unità dell'ultimo ordine decimale 
quanti sono i numeri negativi, si avrà la somma cercata per difetto: ag- 
giungendo alla somma approssimata tante unità quanti sono i termini po- 
sitivi, si avrà la somma per eccesso. 

MoltipUcaz io ne . 

Date per approssimazione due quantità, moltiplicando i fattori calco- 
lati per difetto, e poi moltiplicando i fattori per eccesso, si avrà il prodotto 
per difetto e per eccesso. Le cifre comuni a questi due valori saranno cifre 
esatte del prodotto. 

Per es.' se i numeri sono dati per approssimazione dalle frazioni deci- 
mali 4*321 e 5*67, il prodotto cercato sarà compreso fra il prodotto di questi 
due numeri decimali, considerati come esatti, cioè 24*50007, e il prodotto 
degli stessi numeri aumentati di un'unità dell'ultimo ordine decimale, cioè 
4-322x5-68 = (4-321 -f-001)X(5-67-f01) = 24-50007+04321-f-00567+-00001 = 
24-54896. 

Tre sole delle 7 cifre dei due prodotti sono comuni ; quindi il prodotto 
cercato ha per valore approssimato il numero 24 -5, e nuli' altro si può dire 
di esso. Risulta cosi che la moltiplicazione ordinaria dei valori approssimati di 
due numeri dà molte cifre illusorie. In pratica si usa la « moltiplicazione 
abbreviata » . 

Si riducono i due numeri ad avere lo stesso numero di cifre; cioè, 
siccome possiamo trasportare il punto decimale dove vogliamo, salvo poi 
a trasportarlo di nuovo nel prodotto, supposto che il punto decimale sia 
dopo la prima cifra significativa, o diversamente detto, supposto che l'or- 
dine di ambi i fattori sia 0, si riducono i due fattori ad avere lo stesso 
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numero di cifre decimali. Poi si moltiplicano le successive cifre del molti- 
plicatore, da sinistra a destra, pel moltiplicando, accorciandolo di una 
cifra alla volta. 

Esempio ; 4'32x5-67 

Moltiplicazione abbreviata per difetto Moltiplicazione abbreviata per eccesso 

4-32x5 = 21-60 4-33x5 =: 21-65 

4-3x0-6= 2-58 4-4x0-6 z= 264 

4x0-07 =: -28 5x0-08 = -40 



24-46 24-69 

Se il moltiplicando accorciato si prende sempre per difetto, e si prende 
per difetto l'ultima cifra del moltiplicatore, si avrà il prodotto per difetto. 
Se invece il moltiplicando si prende sempre per eccesso, e cosi l'ultima 
cifra del moltiplicatore, si avrà il prodotto per eccesso. 

La differenza fra il secondo e il primo prodotto è evidentemente: 

001 X[ (prima cifra del moltiplicatore =5) + (seconda cifra del mol- 
tiplicatore =:6)+(terza cifra del moltiplicatore =7) + (prima cifra del mol- 
tiplicando =4)+l 1 =: '23. Dunque il prodotto cercato ha per parte intera 
24, e la cifra dei decimi sarà 4 o 5 o 6. In generale : 

« Se al prodotto ottenuto colla moltiplicazione abbreviata per difetto, 
« si aggiungono tante unità dell'ultimo ordine decimale quant'è la somma 
« delle cifre del moltiplicatore più la prima del moltiplicando più uno, si 
« avrà il prodotto per eccesso » . 

Sostituendo con dei 9 le varie cifre di cui qui si parla, si ha la regola 
seguente, facile a ricordarsi : 

« Per moltiplicare due numeri aventi una cifra intera ed m cifre de- 
« cimali, essendo m<10, si eseguisca la moltiplicazione abbreviata per 
« difetto, e si sopprimano le due ultime cifre del prodotto. Le cifre rimaste, 
« cioè la parte intera ed m — 2 cifre decimali, sono esatte, salvo l'ultima 
« che forse si deve aumentare di un'unità » . 

Può essere utile quest'altra regola, alquanto più approssimata: 

« Dati due numeri espressi da una cifra intera, e da m cifre decimali, 
« essendo m'<9, si prolunghi ognuno di essi della cifra ; si eseguisca la 
« moltiplicazione abbreviata per difetto di questi due numeri aventi w-f-1 
« cifre decimali, e si sopprimano le ultime due ; la parte intera e le m — 1 
« cifre decimali restanti sono esatte, tolto l'ultima, che forse si deve aumen- 
« tare di 1 o di 2 o di 3 unità » . 

Il supporre che il punto decimale stia dopo la prima cifra non nulla 
in ciascuno dei fattori, ossia che ognuno dei fattori sia di ordine 0, non 
lede la generalità della questione, e permette di enunciare sotto forma 
facile la regola. 

Alcuni A. preferiscono parlare di « errore relativo » , che è il rapporto 
fra l'errore finora considerato, detto pure errore assoluto, e il valor vero. 
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« Grado di approssimazione » =:ord (valor vero) — ord (errore assolato). 
Queste quantità sono indipendenti dalla posizione del punto decimale. 

Divùtiohe, 

Per semplificare la dicitura, scrivo il punto decimale dopo la prima 
cifra del divisore, sicché il suo ordine sarà 0. Scrivo il punto decimale 
nel dividendo dopo 1 o 2 cifre in guisa che l'ordine del quoziente sia 0, 
cioè divisore < dividendo < lOx divisore. 

Riduco dividendo e divisore ad avere lo stesso numero di cifre decimali. 
Si eseguisce la divisione accorciando il divisore d'una cifra alla volta. 

Esempio : 24-51/4-32 

Divisione approssimata per eccesso DÌTÌsione approssimata per difetto 

Il dividendo per eccesso 24*52 II dividendo per difetto 24*51 

la cifra del quoto E(2452/432)=5; 1» cifra del quoto E(2451/433)=5; 

5x4-32= 21*60 5x4*33 z= 21*65 



Sottraggo: primo resto =: 2*92 Sottraggo: primo resto =: 2*86 

2a cifra del quoto =6 ; 0*6X4-3= 2-58 2a cifra del quoto =6; 0-6x4*4= 2*64 

Sottraggo: secondo resto = -34 Sottraggo: secondo resto = 22 

E siccome questi resti divisi pel divisore in difetto =4, e pel divisore in 
eccesso =5, danno quoti diversi 8 e 4, qui tronco l'operazione. Il quo- 
ziente cercato è 5*6; la cifra successiva è4o5o6o7. 

Se i numeri dati hanno n cifre decimali, si ha: 
(dividendo per eccesso) — (dividendo per difetto) ^ lxX—>* 
(lo resto per eccesso) — (!« resto per difetto) = [l-h(la cifra del quoto)]xX— » 
(2o resto per eccesso) — (2o resto per difetto) =: [l+(la cifra del quoto)-h 
(2a cifra del quoto)] XX—»» E cosi via. Se si procede fino all'Ilo resto, la 
differenza sarà minore di 9x11+1 = 100 unità dell'ultimo ordine decimale. 

Quindi la regola: 

« Per dividere due numeri, supposto che l'ordine del divisore sia 0, e 
« divisore < dividendo < lOX divisore, si prendano in essi m-}-2 cifre deci- 
« mali, essendo m<10', si eseguisca la divisione abbreviata per eccesso, 
« spingendola fino alla cifra decimale d'ordine m. Tutte le cifre saranno 
« giuste, tolto l'ultima che, per dare il quoto per difetto, dovrà essere di- 
« minuita di 1 o forse di due unità » . 

« Oppure si eseguisca la divisione abbreviata per difetto, spingendola 
« fino alla cifra decimale d'ordine m. Tutte le .cifre del quoto saranno 
« esatte, tolto l'ultima, che forse deve essere aumentata di 1 unità » . 

« Se il dividendo è noto solo con m cifre decimali, lo si faccia seguire 
« da 2 zeri, e si operi come prima. L'errore che ne risulta sarà minore di 
« 1 unità decimale d'ordine ?/i ». 
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« Se il divisore è noto solo con m-f-1 cifre decimali, lo si faccia se- 
« guire da 1 zero; ciò importa nel quot un altro errore minore di un*anità 
« deirultimo ordine decimale». 

Potenza, 

• 

Siccome (X*» a)"» ^ X«»»«w , ne risulta che moltiplicando o dividendo 
un numero a per una potenza di X, cioè trasportando il punto decimale 
di 11 posti a destra o a sinistra, la potenza verrà moltiplicata per 
Xww, cioè il punto decimale si sposta di mn pósti nello stesso senso. Se 
a=z x-\-z, ove ce è il numero decimale approssimato ad a con n cifre deci- 
mali, e quindi z<X— »*, si avrà 

nx^^^^z < a» — 3c»» < nar^^^z. 
Sostituendo, a z, X— » che ne è più grande, si avrà 

an — ajn < ?ian— IX— » 

e ad a bisognerà sostituire un valore per eccesso. 

Esempio. Si sa che c= 2*71828 

per difetto, a meno d'un 'unità dell'ultimo ordine decimale. Si vuol calco- 
lare e*. 

L'errore in e* < 2eX-^ < 6X— ó < X— ^. Dunque si potrà calcolare la 
cifra decimale di posto 4, ma non la successiva. 

Servendoci della formula (a+6)^ = a^+2a6+6« = a-+(2a4-6)6, facendo 
a=2, 6= '7 si avrà: 2*= 4 

2X2 = 4, jt>+-7 = 4-7, i?X-7= 3;^9 
Sommo: 2*7^= 7*29 

Facendo nella stessa formula a=2-7, 6=:*01, ho: 

2x2-7 = 5-4, p+01 = 5'41, pX'01= 0541 

Sommo: 2-71» = 7-3441 
Continuo l'operazione: 2x2-71=5-42, pH--008 =5-428, ;?x008= -043424 

Sommo: 2-718» = 7-387524 
Cosi si potrebbe continuare trovando altri quadrati esatti. 
Ma avendo già 6 cifre decimali, basta fare 5*42x00002= 1084 

5-4x0-00008 = 432 

Sommando coi precedenti 7 389040 

Conservo 4 cifre decimali ed ho : e-= 7*3890. 

Radice. 

Se m,«fNi, e se «fQ, si ha 

»wyKXw»»a) = X»* (w\|a), 
ossia trasportando il punto decimale di mX^i posti nel radicando, esso 
nella radice d'ordine m risulta trasportato di n posti. 

Un metodo intuitivo per estrarre la radice con quell'approssimazione 
che si vuole è il seguente. 

Suppongo per semplicità l^tì5<X«», cioè ord wsja=0, cosa che si può 
sempre fare trasportando il punto decimale. 

Elevo a potenza m i successivi numeri 1,2, 3,... 9, finché ne trovi uno 
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la cui potenza m non superi «, ma il cui successivo elevato a potenza m 
superi a. Questo numero varrà E»sja; diciamolo x. 

Elevo successivamente a potenza m i numeri a!-f-*0, x-f-1, x+*2,...a?+*9, 
finché ne trovi uno la cui potenza m non superi a, ma il cui successivo 
elevato a potenza m superi a. Avrò cosi trovato la cifra dei decimi di «sja. 

Nello stesso modo trovo la cifra dei centesimi, dei millesimi, ecc. 

Questo metodo si può applicare a risolvere equazioni affatto qualunque. 

Es. RJ67 =8, come risulta dalla tavola di moltiplicazione. 

X— 1EX^7=81, poiché dalla tavola dei quadrati a pag.21 risulta 
8-l« = 65-64 e 8-2^=: 67-24. 

Ricorriamo alla formula: §Q32-6 (pag. 91) 

a,Ò£Q . m£l+N| .1^. »Hj(a«t+6)<a+6/(ma»w— i) 

Il numero da cui si voglia estrarre la radice d'indice m sia dato per 
approssimazione; a"> sia il valore approssimato, h l'errore. Supposto a>l, 
risulta ma»'»— 1>1 e hj{mw^**^'^)<Cp. Quindi : 

« L'errore che risulta nell'estrazione della radice di indice qualunque 
« da un numero approssimato, ma maggiore di 1, é minore dell'errore del 
« radicando » . 

Se, nella stessa formula, si suppone che a sia il numero decimale che 
esprime per approssimazione la radice cercata, il 6 é la differenza fra il 
radicando e la potenza m del valore approssimato della radice, e dicesi 
« resto corrispondente al valor approssimato a » . 

Quindi : 

«Avuto un numero decimale a, che esprime per approssimazione la 
« radice richiesta, si calcoli il resto, cioè la differenza fra il radicando e 
« la potenza m di a ; la si divida per m volte la potenza w — 1 della radice 
« approssimata e si aggiunga ad o ; si avrà più della radice cercata » , 

Si spingerà questa divisione ad alcune cifre decimali; le nuove cifre 
che si trovano saranno giuste, o superiori al vero. 

Se si divide la differenza fra il radicando e la potenza m di «, radice 
approssimata per difetto, per m volte la potenza m — 1 della radice appros- 
simata per eccesso, si avrà più della radice cercata. Ciò risulta da §Q32-3-4. 

Se la radice che si cerca é la quadrata o la cubica, possono servire 
le limitazioni §q22-2-3 (pag.96). Trasportando il punto decimale, possiamo 
supporre di aver calcolato la parte intera della radice. Allora: 

« Se alla parte intera della radice quadrata di un numero si aggiunge 
« il resto diviso pel doppio della parte intera trovata, si ha più del vero ; 
« se invece si divide il resto pel doppio della parte intera trovata più 1, si 
« ha meno del vero » . 

Esempio. Si vuol calcolare con 8 decimali >J.t, ove jr= 3-14159265... 
Essendo :7r>l, l'errore nella radice é minore dell'errore del radicando. 
Quindi prendo n con 8 decimali. E^Jt! = EvJ3 i=l. Per trovare la prima cifra 
decimale, la diseguaglianza citata non ci dice nulla di nuovo. Ricorro a 
tentativi, elevando a quadrato 1*9, 1-8,... finché trovi un quadrato <;r. Ri- 
correndo alla tavola dei quadrati a pag.21 si ha: Ey|7rz=l-7. 
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Dispongo il calcolo come segue : 





vi 3 14159265 

2-89 


= 1-7 


1-7x2 = 
3-47xO-07 = 


•2515.... / 

3'4 
2429.... 


= 0-07 


3.47_[-0-07 = 
3o424x0-0024 = 


8b9265 / 

'3-54 
850176 


= 00024 


3-5424+00024 — 


19089 / 

3-5448 


= OOO0O5385 



v|.T = 1-77245385 

E ragiono cosi: Faccio il qnadrato di 17 e lo sottraggo da jr. Ho 
jri=:l-7S+0-2515... Divido il resto per 17x2 = 3-4; ho 07, e lo stesso 
avrei dividendolo per 35; dunque questa cifra è esatta. Al doppio della 
radice 3*4 aggiungo il quoto; ho 347; moltiplico pel quoto 007 ho: "2429 
che sottraggo dal resto precedente; ho ;r= 1-77-+0008692... Faccio il dop- 
pio della radice trovata, cioè 3-47-f-007 =:3-54; divido il resto per questo 
doppio; ho 0-0024, tutte cifre esatte, perchè le stesse si presentano divi- 
dendo per 3-55. Al doppio della radice 354 aggiungo il quoto ; ho 3*5424; 
moltiplico per 00024; ho 000850L76. Sottraggo; ho jr=(l-7724)»+0-00019089. 
Faccio il doppio della radice trovata, cioè a 35424 aggiungo 0024 ; ho 3*5448; 
divido per questo numero il resto, ho 000005385, tutte cifre esatte perchè 
le stesse troverei dividendolo per 3*5449. Cosi ho con 8 cifre decimali \^. (*). 

Sistemi di numerazione. 

Ogni numero maggiore di 1 può essere assunto come base del sistema 
di numerazione. Esporremo comò esempio il sistema binario, in cui la base 
è 2, cioè la minima. Converrà perciò introdurre due segni, e siano . e ! 
aventi i valori e 1. Allora ogni successione di segni . e ! rappresenta 
un numero. Per es.: !!..!.. =26+2«+2^ = 100. 

Per trasformare in base dieci un numero scritto in base 2, invece di 
calcolare le potenze successive, si suol procedere cosi : 

!=1, !.=2, !!=:3, !!.=6, !!..=12, !!...=24, !!..!i=:25, !!..!.=50, !!..!. .=100. 

Viceversa, per trasformare in base due un numero scritto in base 10, 
si divide successivamente per 2 ; i resti sono le cifre da destra a sinistra. 
Il lettore può per diletto eseguire i calcoli in base 2, e li troverà notevol- 
mente più semplici. In alcuni casi è utile eseguire dei calcoli in base 2, 
e poi trasformare i risultati in base 10. 

Cosi per elevare a potenza 100 un numero qualunque (per es. il nu- 
mero 1-01, caso che si presenta spesso nel calcolo di interessi), si scrive 
il 100 in base 2, cioè 100= 64+32+4, e con moltiplicazioni si calcolano le 
potenze 2, 4, 8, 16, 32, 64, 96 e 100. Con opportune convenzioni si può 
rendere rapidissima la scrittura e lettura dei numeri in base 2. 



(*) Le regole relative alla teoria delle approssimazioni si possono dedurre da proposizioni 
di analisi infinitesimale. Vedansì ad es. le mie Lezioni, a. 1893, t.2, p. 146. Si hanno trattati 
speciali, quali quello del Vieille, e il recente del Luroth (a.l9Jl), Le regole semplici che 
'precedono sono però quasi tutte nuove. 
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•0 ""Logo? =z 1 q^ Z3{(^Z =:zx) Df 

•3 ''Log(a[^m) ii=w^ -4 «Logl =0 -5 '•Loga =1 

•6 ^Log{wy) = ^Logr-h ^hogt/ 
[ P-2 O. «Log(ac2/j = aLog[c^{ àLogx) X «h( «Log^/)] 
§q 4-2 » := aLog[a(^( «Logo; + ''Logy)] 

P-21 » = »Logx + '^Log.y ] 

•7 ''Log/a? = — ''Logo? 

[ «Log/a? = aLog/[of|^( »Log2c)] := «Log[af^,^— «Legar*)] = — «Logse ] 

•8 '*Log 0?"* = 771 X '^Log^ 

[ aLog(acw») = «Log[(a|^ »Log3c)w»] = »Log[<7|^(mX «Loga:)] = mX "Logx] 

•9 '^Log^ = ^Logoc X "Log6 

[ a:= 6|S( *Logx) . Oper «Log O- P ] 

^ 2-0 oceCl .3. Log^ = xLogiT Df 

•1 » E hogx = ord X 

[ E Logo? = 1 lìiy y3{y^Logx<y+l) = ; nr> y3[K^y ^x< X|S(?/+1)] cordai; ] 

•3 x,ys(^ r^: .T>y .=. Log\T>Log.y 

[ §Q23-6 O. Logac > Logy .=. Xh Logx > X|S Log?/ .=. x>^ ] 



10 Sia a una quantità positiva diversa da 1, ed x una quantità posi- 
tiva. Si chiama « logaritmo in base a di a? », e si indica con «Loga?, quella 
quantità positiva o negativa z tale che a elevato z valga x. 

•3 II logaritmo d'un prodotto è la somma dei logaritmi dei fattori. 

•9 Se si conosce il logaritmo in base b d'un numero a?, si otterrà il 
logaritmo dello stesso numero, moltiplicando il valore precedente pel loga- 
ritmo in base a di h. Questa Prop serve a cambiare la base dei logaritmi. 
2*0 Diconsi logaritmi decimali, o logaritmi volgari, i logaritmi in base 
10, e si indicano col semplice segno Log, sottintendendo la base. 

•1 La parte intera del logaritmo decimale di 1 numero x vale il suo ordine. 

•2 Se si moltiplica il numero per una potenza intera, positiva o nega-- 
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tiva, di 10, cioè se si trasporta il punto decimale, la parte intera del lo- 
garitmo varia, ma non varia la parte decimale. 

La parte intera del logaritmo decimale dicesi anche « caratteristica » , 
perchè caratterizza l'ordine del numero. La parte decimale dicesi « man- 
tissa», voce del basso latino, di origine etrusca, e che significa «eccedente». 

Le « tavole di logaritmi » contengono varie cifre della parte decimale 
dei logaritmi dei numeri compresi fra un numero a e 10 X«- 

Ogni numero, trasportando convenientemente il punto decimale, si può 
ridurre ad essere compreso fra quei limiti. 

TAVOLA DEI LOGARITMI IN BASE DIECI A TRE DECIMALI 





10 


20 


30 


40 


SO 


60 


70 


80 


UO 





000 


301 


477 


602 


698 


778 


845 


903 


954 


1 


041 


322 


491 


612 


707 


785 


851 


908 


959 


2 


079 


342 


505 


623 


716 


792 


857 


913 


963 


3 


113 


361 


518 


633 


724 


799 


863 


919 


968 


é: 


146 


380 


531 


643 


732 


806 


869 


924 


973 


6 


176 


397 


544 


653 


740 


812 


875 


929 


977 


6 


204 


414 


556 


662 


748 


819 


880 


934 


982 


7 


230 


431 


568 


672 


755 


826 


886 


939 


986 


8 


255 


447 


579 


681 


763 


832 


892 


944 


991 


9 


278 


462 


591 


690 


770 


838 


897 


949 


995 



Uso ddla tavola 

Sia per esempio a trovare Log 47. 

La parte intera, cioè ord 47 = 1. La parte decimale si legge nella co- 
lonna intitolata 40 e nella orizzontale intitolata 7, e si ha 

Log 47 = 1-672, Log 470 = 2672, Log 47= 0672 

Se la parte intera del logaritmo è negativa, alcuni A. scrivono il 
segno — sopra di essa. Altri aggiungono e sottraggono 10 unità. 

Log 00047=— 3+672= 3-672 = 7-672—10. Log 2= 0301. 

Il principiante farà bene a verificare sulla tavola le proprietà dei lo- 
garitmi, quale la PI 6, che qui, trattandosi di numeri approssimati, si enuncia: 

« Il logaritmo tabulare del prodotto di due numeri è eguale alla somma 
dei logaritmi dei due fattori, aumentato forse di un'unità dell'ultimo ordine 
decimale ». 

Per « logaritmo tabulare » qui si intende il logaritmo dato dalla tavola; 
esso è il numero decimale rappresentante per approssimazione, in difetto 
a meno d'un 'unità dell'ultimo ordine decimale, il valor vero del logaritmo. 

Se il numero ha tre cifre, per averne il logaritmo si ricorre dXVinterpo- 
lazlane. Sia a trovare Log 47*2. Il numero è compreso fra 47 e 48, e pren- 
dendo i logaritmi si ha : 1672 < Log 472 < 1681. 

Passando il numero da 47 a 48, cioè crescendo di un'unità, la parte 
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decimale del logaritmo passa da '672 a 681, cioè cresce di '009. Crescendo 
il numero di 02, cioè passando da 47 a 47*2, si ammette che il logaritmo 
cresca pure dei 2/10 di 0-009 cioè 000018. Si accorcia questo incremento, 
lo si somma col precedente, e si scrive Log47*2=: 1*673 

La differenza fra il logaritmo del numero successivo e il logaritmo del 
numero considerato dicesi « differenza tabulare » . 

Si può dimostrare (*) che Terrore che si commette in questa interpo- 
lazione è minore di un'unità del terzo ordine decimale. Esso, sommato 
colla differenza fra il logaritmo vero e il tabulare, che è pure minore di 
un'unità dell'ultimo ordine, dà un errore minore di 2 unità dell'ultimo 
ordine. Quindi il valore del logaritmo trovato coll'interpolazione o è il vero, 
o ne è inferiore di un'unità dell'ultimo ordine decimale. 

Dalla tavola risulta che la differenza tabulare va decrescendo da 041 
a -004, ed ha il valore '010 per Log 41 — Log 40. 

Quindi se il numero di cui si cerca il logaritmo ha più di 4 cifre, e 
la prima cifra è |^4, l'influenza della quarta cifra è trascurabile e si sop- 
prime. Si scrive ad es. Log 47*23 = Log 47*2 = 1*673 

Se invece il numero ha quattro cifre, e la prima cifra è inferiore a 4, 
p. es. se è 12*78, si dispone il calcolo come segue: 

Log 12 = 1-079 
*7x(differenza tabulare = *034) = 23 

*08X » » =2 

Log 12*78= 1*104 

L'accumularsi degli errori in queste moltiplicazioni abbreviate può 
rendere l'ultima cifra decimale inferiore al vero di 1 o di 2 unità. 

Dato il logaritmo, per trovare il numero corrispondente si fa l'opera- 
zione inversa. Si cerca nella tabella la mantissa immediatamente inferiore 
alla mantissa data; si legge il numero corrispondente, che ha due cifre. 
Si divide la differenza fra la mantissa data, e la trovata nella tavola, per 
la differenza tabulare, e si ha la terza cifra. Si scrive il punto decimale 
in modo che l'ordine del numero sia la caratteristica data. 

Es. Si cerca: Xfsl -673. Dalla tabella ho Xf^l-672= 47 

La differenza fra la mantissa data e quella tabulare è '001 
La differenza tabulare è -009. Aggiungo 1/9 '1 

Xf^l-673= 47l 

Applioazioìii. 

Un pacco postale, a seconda del regolamento vigente, non può supe- 
rare in volume 20 decimetri cubi. 

Vuoisi sapere se u^n pacco avente per dimensioni decimetri 1*6 3*5 3*5 
stia nei limiti, cioè se 1*6x3*5x3*5 <20. 



(•) Vedansi le mie Lezioni di Analisi infìnileiimale, a.l893 t.l, p. 106. 
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Prendo i logaritmi Log 1*6:= -204 

Log 3-5= '544 
» ZZI '544 
Sommo: Log(l-6x3-5x3-5) = l'292 

che è minore di 1-301 = Log20. Dunque il pacco è compreso nel limite. 
E precisamente negli uffici postali si usa a questo scopo la tavola prece- 
dente dei logaritmi a tre decimali, un po' modificata. 

Secondo esempio. Vuoisi 4321X567 
Log 4321 (sopprimendo le due ultime cifre, leggo nella tavola) =: 3*633 

Log 567 dalla tavola = 2648 
Sommando ho il logaritmo del prodptto = 6*381 
la cui mantissa, dalla tavola, è quella di Log 24. L'ordine del prodotto è 
6; separo 7 cifre, ed ho il prodotta 2 400 000. 

Terzo esempio. Vuoisi 1753/257 

Log 1753 (dalla tavola leggendo Log 17) = 3*230 
più 5/10 della differenza tabulare 25 12 

Log /257 = —2-397 
7/10 della differenza tabulare 7 — 5 
Faccio la somma algebrica: 0*840 
cni corrisponde 6*9 che è il numero cercato. 

Chi deve fare molti calcoli trova più comoda la disposizione seguente : 

Log 1753 = 3*242 
Log /257 =—2*402, e si scrive = 7*598-10 
Sommo ed ho il logaritmo 0*840 

Quarto esempio. Vuoisi Log e^, ove e = 2*718. Log e = 0434, 
Log e- = 2 Log e = 0*864, Xf^ precedente =7*3 che è il numero cercato. 

Quinto esempio. Vuoisi yJTr, ove ^ = 314, Log jt^ 497, 
Log >J;r = (Log Ji)j2 = *248, Xf^ precedente = 1*77. 

Nota storica. 

Se il numero a si dice « ragione», Euclide chiama i numeri a-, o',... 
la « ragione duplicata, triplicata,... di a », diJiXaoiova, TQiJiXaoiova... lóyov. 

In a^ , n è detto il « numero della ragione » , Xóyov àgi^fióg, donde la 
parola « logaritmo » introdotta da Nepero. 

Neperus a.l614 p.20: 

« Ex his praelibatis judicent eruditi quantum emolumenti adferent illis 
logarithmi : quandoquidem per eorum additionem multiplicatio, per substrac- 
tionem divisio, per bipartitionem extractio quadrata, per tripartì ti onem 
cubica, et per alias faciles prostaphaereses omnia graviora calculi opera 
evitantur. » 

Nepero calcolò uua tavola di logaritmi con 7 decimali, in base 
1000 0001, numero che elevato a potenza 10 000 000 si suole indicare colla 
lettera e (con 7 cifre decimali). 
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Egli riconobbe più tardi il vantaggio di assumere per base dei loga- 
ritmi la base stessa del nostro sistema di numerazione. 

Il calcolo delle tavole dei logaritmi in base dieci, con 10 cifre decimali, 
cominciato da Briggs a. 1624, fu terminato da Wlacq nel 1628. 

Queste prime tavole contenevano oltre 600 errori. Nell'edizione poste- 
riore del Vega se ne riscontrano un centinaio. 

Trovansi'in commercio numerosissime tavole di logaritmi. Mentre dap- 
prima si cominciò con tavole a molte cifre decimali, in seguito si trovarono 
più utili le tavole minori, quali a 7 decimali, e più ancora quelle a 5. 

Nell'uso più comune basta quella a 3 decimali, qui riportata. 

Gli ingegneri si serv'ono abitualmente di questa tavola, disegnata sotto 
forma di scala, detta «regolo logaritmico». L'addizione dei logaritmi si 
ottiene meccanicamente facendo scorrere l'uno lungo l'altro due regoli lo- 
garitmici identici. 

Calcolo dei IjOgaHfmi. 

La tavola dei Logaritmi dà y=Loga?, ossia x=X|^^. 
Essendo y una frazione, X|^^ si può calcolare mediante estrazioni di 
radici, e cosi formare la tavola richiesta. 

Es. Vogliasi Log 5. Si ha . 0<Log5<l. 

Estraendo la ^ da X ho : 

v|X = XIXl/2) = 3-1622 che è <5, onde Log 5 > 1/2 = 05 

Moltiplico per 10, ed estraggo la radice: 
vJ(X>JX) = XK3/4) = 5-6234 onde Log 5 < 3/4 = 0-75 

Continuo il calcolo : 

s|[X|Xl/2)XX^(3/4)]z=X^(5/8) = 4-2169 .3 Log 5 > 5/8 =0-625 

v|[Xf^(3/4)xXJ\5/8)] = Xf^(ll/16) = 4-8696 -Z). Log 5 > 11/16 =0-6875 

v|[XI\3/4)xXf^(ll/16)] = X|S(23/32) = 5-2329 .3 Log 5 < 23/32 =07187 

v|[X|S(ll/16)xX^(23/32)] = Xf^(45/64) = 50480 .3 Log 5 < 45/64 =07031 

v|[X|V(ll/16) X Xf^(45/64)] = XK89/128) = 49580 -Z). Log 5 > 89/128 = 0*6953 

v|]X^(45/64)xXf^(89/128)] =Xf^(l 79/256)= 5-0028 .3. Log 5 <179/256 = 0-6992 

Queste due ultime limitazioni dicono che le prime cifre di Log 5 sono 0*69. 

vi Xf^(89/128)xXf^(;l79;256)] = X|\357/512) = 49804 .1). Log 5> 357/512 = 0-6972 

^Kl79/256jXXK357/512) = Xf^(715/1024) = 4-9916 .3. 

Log 5> 715/1024 = 0*6982 
4X1^(179/276) xX^(715/1024)] = Xf^ 1431/2048) = 4*9972 rj. 

Log 5> 1431/2048 = 0-6989 
v|[XKl79/256)xX|X1431/2048) = Xr^(2863/4096) = 5-0000 .Z). 

Log 5< 2863/4096 = 06989 
Cosi si hanno 4 cifre decimali di Log 5= 0*6989. 

Il calcolo precedente dà in sostanza il Logaritmo espresso in frazione 
analoga alla decimale, ma in base 2 : 

Log 5= 1/2+1/8+1/16+1/128+1/512+1/1024+1/2048, ecc. 
ossia Lofi* 5= *!.!!..!.!!!. ecc. 
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Per questa via Briggs e Vlacq calcolarono le prime tavole dei 
Logaritmi. L'Analisi infinitesimale fornisce metodi più rapidi. 
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^ 0-J UjòsCls . i(.£bfa .'^. {icaf)\x = u Df| 

•2 iiea}b .'^. {\xXoou) = u Df 

^ 1-0 me No . fé q f 0-(m4-l) .3 l{f, 0-0) = fO . 

l(f, 0-(m+l)) = v(/; 0-m) + f{m+l) Df 

'\ aeNo . &£ a+No . /fe q f a—& .3 

v(/; a-&) = 2;[/(«+r^|r, 0-(&— a)] Df 



01 II segno I si legge « inverso ». 

Siano A un'espressione contenente una lettera reale x. Con A\x, che 
si legge *A inverso x », « -4 rispetto a aj », « ^ in cui varia aj »,... si in- 
tende quella funzione che eseguita sopra x dà per risultato A, 

Perciò, se a,b sono delle classi, ed t« è un 6 funzione degli a, cioè u 
è operazione che eseguita su d'un a dà per risultato un b, {ux)\x rappre- 
senta la funzione u. 

Se il segno di funzione, invece di scriversi prima della variabile, si 
scrive dopo, allora {\x)xu rappresenta u. Questa notazione sarà poco usata, 
ma essa spiega l'uso del segno | per indicare la sostituzione. 

Nell'espressione {ux)\x la lettera x è « apparente », cioè (ìix)\x=i(ut/)\y. 

E a notarsi il caso particolare x\x, « x variando x » , che rappresenta la 
funzione detta « identità » , per cui ad ogni ente si fa corrispondere 
esso stesso. 

Se A non contiene x, A\x rappresenta « la funzione avente il valore 
costante ^»; essa ad ogni ente fa sempre corrispondere lo stesso ente A. 
l'O Sia m un numero e indichiamo con f una quantità funzione dei 
numeri da fino ad m-f-1; cioè siano /"O, /"l,... /"(m+l) delle quantità, o 
anche sia f una successione di quantità contraddistinte dagli indici da 
fino ad m~\-l. 

Il segno S(/^,0-*-m) si legge « somma degli /", da ad m », e si definisce: 

S(/*,0*"0) ^/^O; la somma degli /", da ad m~\-l vale la somma degli f 
da ad w, più la quantità f{m-\-l). 

Essa è una Df per induzione. 

1*1 Sia a un numero, e 6 un numero maggiore od eguale ad a, e sia 
f una quantità funzione dei numeri da a fino a 6, cioè una successione di 
quantità distinte cogli indici da a a 6; per somma degli f^ da a a 6 si 
intende la somma di f(a-\-r), ove vari r da a 6 — a. 



no 1 

^ 2. 

'1 nfiNo . f,ge qfO'"n .3- 2[(/'r+-5'r)|r, 0"*m] = 

l(ffi'")ì) + l(g,0-n) Distrib(2:, +) 

•2 usìUq . aeq . /fe qfO— n .3- 2[(<^X/>')|r, 0'">n] = a^l/*, 0*"m) 

Comm(ax,>:) 

•3 nfiNo./feqfO— n r^. l(f,0"'n) = y,[f\n — r)|r, 0'"n] 

•4 ajb.ceNo . a<Cb<Cc . /fe qf «••*<? .3- 

2(/; a-r) = lif, a-b) + i[f, {h+\)-c] 

•o aeq . neN^ .3- ^(^k? l'"^0 = «Xn Dfp 

•6 n£N, . /£ qfO-(n+l) .3 

^ 3. mfN, .3 

•1 v(r|r, I-m) = l+2+3+...+m = m(m4-l)/2 

[ S(r|7', l-*-m) ^ 2(r|?% 0---m) = i;[(m— ?')|7', 0*""wi] (1) 

SCr|r, 0-*"wi)+S[(??i — r)|r, 0""m\ z= S(w|r, 0*--7n) = m(w+l) (2) 

(1) . (2) O. P 1 

•2 ^[(2r+l)lr, 0-m] = l+3+54....+(2m+l) = (m+l)' 



Spesso si indica questa somma con /a-t-/*(a-f-l )+...+/*&; ma questa 
notazione può dare luogo ad ambiguità. 

Il segno S fu introdotto da Lagrange verso ra.l772. 

Generalmente la classe dei valori della variabile ha la forma 0"'m, 
ovvero l""m. 

21 Sia n un numero, e siano f Q g due successioni di quantità cor- 
rispondenti ai numeri da ad ?i. Allora la somma dei valori di fr-\-gr^ 
variando r da ad n vale la somma dei valori di f più la somma dei va- 
lori di g, 

•3 La somma della successione f è eguale alla somma della stessa 
successione invertita. 

31 La somma dei numeri naturali da 1 ad m vale il loro numero m, 
per la somma degli estremi, tutto diviso per 2. 

•2 La somma dei numeri dispari da 1 fino a 2wi+l vale il quadrato 
del loro numero. 

Essendo a e & delle quantità, a-]-rb col variare di r, assumendo i va- 
lori 0,1,2,... genera una successione di quantità, dette in « progressione 
aritmetica ». a è il « primo termine », 6 è la « ragione » . 
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"ó aMq. ' néN^ .3 l\[a+r{b—a)/)i\\r,0'"n\ = (n+ì)(a+b)/2 

[ ^\[a'\-r(b'-a)in]\r,'0'"n\ =il[a+(n-7'')(b—a)!n]\r,0-"ìi\ 

= 2ì[6— r(6-a)>]|r, 0''n\ (1) 

l\a-\-r(b — a)l7i]\ì% 0"'n\ -\- l\b — r(b — a)l7i\r, 0"-7i[ 

= Sj(«+6)|r, 0---n| = {n+lXa-\-b) (2) 

a) . (2) O- P ] 

^ 4-4 neNi . X£ q-d .3- 2(^1^, 0"'n) = (a?""^*— l)/(a?— 1) 

[ P2-6 O- a:^+i— l = S[(cc^+i— ce»" )lr,0---7?.]i=:S[a;»- (ce— 1) I r, 0*--?i] = 
(ce— l)S[cc'- |?%0- ••??.] . Oper/(cc— 1) .3 P 1 



•3 Somma dei m+1 termini d'una progressione aritmetica di cui il 
primo termine è a, e l'ultimo è b. Essa vale la somma dei termini estremi 
moltiplicata pel numero dei termini, divìso per 2. 

Infatti la somma dei termini considerati vale la somma degli stessi 
termini presi in ordine inverso. Ma la somma dei termini corrispondenti 
nella somma data e nella somma dei termini invertiti è costantemente «+6; 
sicché il doppio della somma cercata vale {m-{-l)(a-\-b). 

Nella figura qui accanto le varie file contengono 1,2,3,... punti. La 

figura formata da tutti questi punti, fino a quelli della fila 

• d'ordine m è un triangolo. Diconsi « numeri triangolari » i 

• • . numeri dei punti contenuti nei successivi triangoli ora con- 

• • • • siderati. Essi sono: 1, 3, 6, 10, 15, 21,... 

e sono dati dalla formola m(m-[-l)/2, in cui ad m si attribuiscono i valori 

1,2,3,... Si vede che, qualunque sia il numero intero m, sempre m(m-f-l) 

è un multiplo di 2. 

La considerazione della progressione aritmetica, della sua somma e dei 
numeri triangolari si fa rimontare a Pitagora..., e trovasi nei libri della 
scuola dei Pitagorici, quali in quello scritto da Theone da Smime verso 
l'a.+200. 

Della Prop*2 si può dare l'illustrazione grafica qui accanto. 

Se ad 1, numero dei punti del più piccolo quadrato, 
si aggiunge 3, numero dei punti del secondo quadrato 
non contenuti nel primo, si ha il numero dei punti del 
quadrato di lato 2. La figura del secondo quadrato 
estema al primo dicevasi anticamente (Euclide, Theone,...) « gno- 
mone», per la sua rassomiglianza collo strumento astronomico avente lo 
stesso nome. 

Le somme dei termini in progressione aritmetica, cominciante con 1, e 
di ragione 4, dicevansi « numeri pentagonali » . Cosi si presentano i « nu- 
meri poligonali ». Questa nomenclatura non ha più che un interesse storico. 

4-1 L'espressione x^ , ove vari r, assumendo i valori 0""m forma una suc- 
cessione detta « progressione geometrica, di cui il primo termine è 1, e la 
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4*2 a,b£q . a-c=& . >i£N, r^. 
Ka^-^ft^'lr, 0-n) =z (&'»+«-a''+«)/(&-a) j Euolides ix P35 j 

[ l{an—rbr |r, 0--n) = a**l[(bla)r \r, 0"7i] 

= «« [(&;a)n+i-l][(6;a)-l] = ... ì 

^ 5. meN, O- 

•1 I[r(>'+l)/2 |/-, I-m] = m(m4-l)(m+2)/6 

[ 32:[r(r+l) \r, l"'m]=z 32^(r+l)(r+2) \r, 0---(w— 1)] 
= 2'i[(r+l)(r+2)(r+3) - r(r+l)(r+2)] |r, 0-(m-l)i .3 P ] 

j Aryabhata a.500 P21 j 

•2 ^[/'(r+l)(r+2)/6 |>', 1-//^] = m(m+l)(m+2)(m+3)/24 
j ALQàCHàNÌ a.l589 p.247 j 



ragione ex». Questa nomenclatura è costante in Euclide per indicare 
la potenza. La « progressione geometrica di cui il primo termine è a » si 
ottiene dalla precedente, moltiplicandone i termini per a. 

Le Prop 4- 1-2 esprimono la somma di m+1 termini d'una progressione 
geometrica. 

La somma d'una progressione geometrica, si trova nell'antico papiro 
egiziano d'or sono 4000 anni. Tradotto liberamente dice: « Un sorcio ha 
«generato 7 sorci; ognuno di questi altri 7 sorci; ognuno di questi 
«altri 7 sorci; ognuno di questi infine altri 7 sorci. Quanti sorci in 
«tutto? 2801». 

In una novella araba, riportata dal W a 1 1 i s, si racconta che avendo 
il re di Persia richiesto a Sessa inventore del giuoco degli scacchi, qual 
ricompensa desiderasse, Sessa rispose che gli si donasse un granello di 
frumento sulla prima casella della scacchiera, 2 granelli sulla seconda, 4 
nella terza, e cosi via fino alla 64* casella. Il re, si dice, sorrise dapprima 
a questa domanda; ma non la potè soddisfare. Il numero dei granelli è 
2^ — 1, cioè circa quanto potrebbe produrre in 8 anni l'intera superfice 
terrestre supposta tutta seminata a grano. 

5*1 La somma di r(r-f-l)/2, fatta rispetto ad ?% da 1 fino m, vale il sesto 
del prodotto dei tre numeri consecutivi, da m in poi. I numeri che si som- 
mano sono i successivi numeri triangolari. La somma dei primi m numeri 
triangolari dicesi « numero piramidale di posto m ». Esso rappresenta il 
numero dei proiettili sferici disposti in mucchio piramidale, in guisa che 
lo strato ultimo si riduca ad un proiettile, il secondo strato ne abbia 3, il 
terzo strato sia il triangolo di lato 3, e quindi contenente 6 proiettili, e 
così via. 

Questa Prop trovasi nei matematici indiani. 

•2 Somma dei numeri piramidali successivi. Si ottengono numeri so- 
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5-3 2 (r*|r, I-m) = m{m+l){2m+l)/6 

[ ^(r^lr, I-m) = S;[r(r+1)— r] \r, l-mì = m(w+l)(m+2)/3— w(w+l)/2 ] 
[ {7i+lf=l\[{r+l)^-r^]\r, 0-ni=4(3r»+3r+l)|r, 0-?i]=32Mr,0-n)+ 

I{(Sr+l)\rfi'-n] = 32:(r>,0•••7^)+(37^+2)(?^+l)/2 .3 2:(ry,0-?i) = 
[(n+lf-{3n+2Xn+l)l2]IS = ... ] 

\ ArCHIMEDES IleQl 'Hhxcov PIO j 

•4 2(^'|n l'"m) = [m(m+l)/2Y 

[ r^N, O- ^= (^— iy(^+l) +^ 1 

•5 2[(2r+l)'|r, 0-m] = (m+l)(2m4-l)(2m+3)/3 

•6 2[(2r+lf |r, O'-m] = (m4-l)*(2m''+4m4-l) 
j IBN Albanna a. 1369 p.5,6 | 

^ 6. m,n£N, . Sm = Kr'^lr, 1-n) .|3. 
•1 5, = n(n4.1)(2n+l)(3/^'+3n— 1)/30 

j ALQacHaNi p.247 ; Fermat a. 1636 t.2 p.69 : 

« Exponantur quotlibet numeri in progressione naturali ab unitate; si 
a quadruplo ultimi, binario aneto et in quadratum trianguli numerorum 
ducto, demas summam quadratorum a singulis, fiet quintuplum quadrato- 
quadratorum a singulis. » | 

s, = n\n+l)\2n^+2n-'l)/l2 

s, = n{n+lX2n+l)[3n\n+lf—{3n^+37i—l)\/42 

s, =z n\n+iy[3n\n+iy—^{2n^+2n—l)]/24:' 
\ Wallis a.l665 t.l p.381 j 

s^ = n(n+lX2n+l)[5n'(n+l/— 10nXn+l)*+3(3n*+3n— 1)]/90 
s^ = n\n+lf[2n%n+lf—bn\n+ìf+3{2fv'+2n—l)]/20 
s^,= n{n+lX2n+l)[3n\n+ìf—10nXn+iy+ll7i\n+lf — 

5(3n''4.3n— 1)]/66 
s„ = n\n+l){2n\n+lf—8nXn+lf+lln\n+iy'- 

10(2n'+2n-l)]/24 
j Jac. Bernoulli a. 1713 p;97 j 



miglianti. I numeri cosi ottenuti dicevansi « numeri figurati » . Oggigiorno 
si considerano come numeri di combinazioni. 

•3 Somma dei successivi numeri quadrati. Rappresenta pure il numero 
dei proiettili d'una piramide a base quadrata. 

Se ne danno due dimostrazioni. In una si scompone il numero qua- 
drato nella somma di due triangolari. Nell'altra si ricorre alla somma 
delle differenze successive di r^. 

•4 Somma dei cubi. Era nota agli agrimensori romani. 

Peano, Aritm, 8 
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6-2 s, = s,* 5.s^ = .Sj(6.Sj— 1) 3s, = 4(.Sj)'— s, 

ls,= 12.SVS,— 5s^ s^+s, = 2s,' 

QSj* = s,'(8.s,+l) 3s, = s,*(4.s,— 1) s, = 4.S,'— 3s,» 

12(.s/=16.s,— 5.s^+.s, 

26", = As.'—Ss^'+s,' 2.S5 = 3s,'s,^ 

3s, = s,»(6s,'-4.s,+l) .s-, = 2s,\s,-2)+3s,' 

3Sg = 8.s,\(.s,-l)+3s, bs, = 4s,*[4.s,'(s -1)4-45,-1] 

lls,, = 4.Si%(12s,»— 206^+17)— 255, =5,(485,*— 80s,'+68Si*—30s,+5) 

335,, = 4s,%(365,^-105,+l)-755, 

3s„ = 165,*-32s,*+345,*-155, = 5,'(165,*-325,»+345,*-205,+5) 

^ 7. nsN^ . meQ .3- 

•1 2(r*~|r, 1-n) > n""y(m+l) 

[ §Q32-3 . rfN, O- (r+lK^+1) — ^^(^+1) < (m+l)(r+l)|Sm (1) 
(1) . Oper[S, 0- ••(?*— 1)1 O- ?^^(m+l) < {m+l)l(7^m\r, l'-n) 

•2 2(r">, 1-n) < (7i+ir^y(m+l} 

[ §Q32-1 . rsN, O- (^+l)h(^+l) — ^^(^^+1) > (w+l)7ÌSm (1) 
Oper(S, 1--7?) .3 P ] 

^ 8m aeN, . meN, .3 

2i/[(a+r)(a+r+l)]|r, l-m| = /(a+l)-/(a+m+l) 

[ Hp . r^N, O. /[(a+r)(a+r+l)l = /(a+r)-/(a+r+l) O- P ] 

•2 neN, .3 l[ I, (n4-l)-2n] = l[{-lY^'!r \r, 1- 2n\ 
j Catalan JdM. a.l875 s.3 t.l p.240 j 

^ 9. me N,4-l • cG,y,as q f l*-m .3 

"1 2;(^/k; l*"m) X 2(!y/|^, 1— m) — [l(i^^^|^, l'**m)J = 
l\l{{oo;y—xj^;f\ 5, (r4-l)-m] |r, l-(m— l)j 

•2 %ajx^\r, I-m) X lia;y^\rj I-m) — [2:(a^^^2/Jr, I-m)]* := 
2!2[aA(^rV.s— ^.Vr)' |5? (r+l)-^^] k, 0-(m— l)j 



7'1'2 Danno due confini per la somma delle potenze m dei numeri da 
1 fino a n. 

91 Siano x ^ y due successioni di m numeri reali. La somma dei qua- 
drati degli X moltiplicata per la somma dei quadrati degli y meno il 
quadrato della somma dei prodotti dei corrispondenti valori di se e y è 
una somma di quadrati. 

Se ce è una funzione, il valore della variabile qualche volta si scrive 
in basso, sicché Xr vale quanto xr. Se il nome della funzione è dato, quale 
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9-3 m.ne^^ . as Qfl-?2 .3 l{aj^\r, l-n)/n ^ [^(a, 1— n)/n]'^ 

* 10. 

•J neN^ . ae nf 1— n r^, r ^ X3[x^-{'yla^jjf~''\r, 1— n) =0] "^n 

^ 11. afie^i O 

•0 /i£N, . fé N^f l*"n .3- 

rest[2:(/*,l'**n), a] = restj2[rest(/r, a) |r, 1— n], aj 
[ §restl-6 .3 P ] 

M a=: }i:(X''Cfr^a |r, 0-orda) 

•2 rest(a,&)=: resti 2[Cfr^a x rest(X'',&) |r, 0-orda], &j 

•3 ae &xN^ .=. 2[(Cfr^a) X rest(X» |r, 0-orda] £ ftXN/ 
I Pascal a.l654 t.3 p.312 | 



Log, o se è indicato con una delle lettere A^,... la variabile si scrive ac- 
canto. Se il nome della funzione è una delle lettere a^x^y la variabile si 
suol scrivere in basso. 

9'3 La media aritmetica fra le potenze m di n quantità positive su- 
pera la potenza m della media delle stesse quantità. 

La radice quadrata della media aritmetica dei quadrati di più quantità 
dicesi loro « media quadratica » . Facendo 77i=2, si ha che la media quadra- 
tica supera la media aritmetica. 

10. Sia n un numero naturale, e sia a una successione di n numeri in- 
teri, positivi o negativi, distinti cogli indici da 1 fino a n. Allora ogni 
razionale positivo o negativo , che soddisfi all' equazione x^ +<^i^**~^+ 
Ojxw— 2_j_...-]_fl5^j =:0, è necessariamente intero. 

L'equazione considerata dicesi di grado n, perchè contiene l'incognita 
X a potenza n. I valori di x che soddisfano all'equazione diconsi « radici » 
di essa. I numeri a diconsi «coefficienti ». Con questa nomenclatura, la 
Prop considerata diventa: 

« Se una equazione di grado n ha tutti i coefficienti interi, e il primo 
«coefficiente è 1, allóra tutte le sue radici razionali sono intere». 

11 "1 Ogni numero a è la somma delle successive potenze della base 
dieci per le cifre di a, dalla potenza fino a quella dell'ordine di a. 

•3 Dà la regola per riconoscere se un numero a scritto in cifre, sia 
multiplo d'un altro numero h. Si moltiplichino le cifre del primo numero 
pei resti della divisione delle potenze di 10 per ò, e si sommi. Se questa 
somma è divisibile per 6, lo è pure il numero proposto. 

Se ne dedut».ono le regole esposte in §Cfrl"2-3*4, come pure le regole 
di divisibilità per 3, 9, 11 date dalle é-òG. 
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•4 ae 3No .=. 2:[(0fr^a) |r, O-orda] E SNq 
•5 » 9 » » » 9 » 

•6 ae llNo .=. v[(— l)'Cfr^a |r, 0-ordaJ e Un 

^ 12-0 /feQfN, .3 2(/;N,) = r[v(/-,0-n)|n%] Df 

• 1 ire^ .3. ZC^" i r, N,) = 1/(1 — ^r) 

[ ^{xr \r, No) = r[S(ir'- \r, 0-n) \ n'No] 

= l'[(l-xn+i)/(i-x) I ,,*Nol 

= l'}[l/(l— x)— cc~+i/(l— 2c)ì I ?i'No} 

= 1/(1— ce)— l,[xw+V(l— ^) I ^^'No] 
= 1/(1— x)— [l,5cn+i I w*No]/(l— a?) 
=: » _-0/( 1— x) = 1/(1— a;) ] 



Per avere la regola di divisibilità per 7, si dividano le successive po- 
tenze di X per 7: si avrà: 

esponenti: 01234567... 

resti 13264513... 

Un resto si ottiene facilmente dal precedente moltiplicandolo per 3, 
resto di 10, e trovando il resto del prodotto (§restl-7); ad es.: 

rest(X,7) = 3 rj. rest(X%7) =:rest(3x3, 7) =2 

Allora, per trovare il resto della divisione d'un numero per 7, si mol- 
tiplichino le sue cifre da destra a sinistra, per 1, 3, 2, 6, 4, 5, e poi di 
nuovo per 1, 3, 2,...: si sommino i prodotti, e si trovi il resto per 7. 

Si possono anche moltiplicare le successive cifre per 1, 3, 2, — 1, — 3, 
— 2, che diconai « resti minimi ». 

Si vede in questi casi porticolari che la successione dei resti è perio- 
dica, cosa che risulta in generale dal cosi detto « teorema di Fermat » . 

Questa regola fu enunciata in generale da Pascal. • 

Prova d'un operazione per 9 e per 11, 

I teoremi §rest l*6-7'8, insieme a quelli ora esposti per trovare il resto 
d'un numero per 9 e per 11, permettono di verificare in molti casi se una 
operazione aritmetica sia errata. 

Cosi volendosi verificare se sia ben eseguita la moltiplicazione 4321 X 
567 (pag. 20), trovo i resti dei fattori per 9; sono 1 e 0; li moltiplico, ho 
0; dunque anche il resto del prodotto 2450007 per 9 deve essere 0, ciò 
che è. Se il resto non fosse 0, certamente l'operazione è sbagliata. Vice- 
versa, se la prova riesce, si può solo dire che, se c'è errore, esso è un 
multiplo di 9. 

12*0 Sia f una quantità positiva funzione dei numeri. Si dice anche che 
f è una successione numerabile di quantità positive, e più spesso che f è 
una « serie » di quantità positive. 
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12-2 xeO . asQ .3 2(00?** |r,No) = a/(l— it?) 

•3 a£Q . orda=0 .3 a= 2(X-"Cfr_,a | r, No) 

•4 aeQ . :^/i£n . nsN^ : pe m+N, 3p • Cfr_pa 1= Cfr_^_^a 3. 
a= [X''"^"E X*^a + (E X'''^''a - X'^E X'^a)-EX**a]/[X*"(X^--l)] 

•5 xeR 3- 

[ ajòfNi . x=alb O- rest(Xw*a, 6) | m'O'b Z) 0--(6— l) .3 

a[(m,n)3[wi£0-"6 . wfN^ . m+r?^6 • rest(X«»a, 6) = rest(X»i a, 6) (1) 
Hp(l) . msO*"b . weNi . m-{-n^ . rest(Xwa, 6) := rest(Xw+wa, fir) . 
psì^i O- rest(Xw»+M, ò) = rest(X»w+n+pa^5) .;3. Cfr— w-j?(a/&) = 
Cfr—m^-p—n{(ilb) ] • 

I Wallis a.l685 t.2 p.364 : 

« ,.. post processum (Reductionis FraetionuiiL vulgarium ad Decimales) 
aliquatenus continuatum, redeunt iidem numeri, et eodem ordine circulantur 
quo prius... semper, sì non citius, post tot locos uno minus quot sunt in 
Divisore unitates ». { 



Allora con ^(/iN^,), che si legge « somma degli /, estesa a tutti i nu- 
meri interi positivi o nulli», anche «somma della serie/», si intende il 
limite superiore delle somme degli f d& fino ad un certo indice n, ove 
ad n si attribuiscano tutti i valori della classe Nq. 

•2 Somma della progressione geometrica decrescente, illimitata. 

Un'applicazione della Prop precedente è la riduzione d'una frazione 
decimale periodica in frazione ordinaria. 

•4 Sia a una quantità positiva ; sia m un intero positivo o negativo, 
ed n un numero naturale. Se avviene che, comunque si prenda l'intero p 
maggiore di m, sempre si ha che la cifra decimale di posto p coincida 
colla cifra decimale di posto p-^-n., allora la frazione decimale che esprime 
a dicesi «periodica». Le cifre del periodo sono quelle che seguono quella 
di posto m. L'« antiperiodo » è formato dalle cifre precedenti. 

Sia ad es. la frazione decimale illimitata: 0*321 321 321 ... . 

Essa vale 321/X3+321/X«+321/X«+... = 321/X3x(l+X-«+X-6+...) = 
321X-^/(l— X-3) = 321/(X3— 1) z= 321/999. 

Qui m=:0, cioè non c'è antiperiodo; il numero delle cifre del periodo 
??=3. Se la frazione ha un antiperiodo, come 054 321 321 321 ,.. = 54/X^4- 
X-2X0-321 321... = (54+32 1/999)/100 = (54 X 999+32 1)/99900 = (54x1000+ 
321-54)/99900 = (54 321— 54)/99900 = 54267/99900. 

Questa regola è espressa in generale dalla Prop -4. 

EX»wa significa « numero formato dalle cifre di a, fino a quella deci- 
male d'ordine m inclusa », o « antiperiodo ». 

EX«*+'^a— X» EX^a significa « numero formato dalle cifre fino a quella 
d'ordine decimale m+?i, soppresse le cifre dell 'antiperiodo », cioè il nu- 
mero formato dalle cifre di posto m+1 a m+Wj e dicesi « periodo ». 
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§35 n 

^ 1-0 r>i£N, . /£ q f 0-(/>i+l) .3 Wj 0-0) — /O . 

//(/; 0'-(m+l)) = n{f, 0"'77i)^{m+l) Df 

/? I :s §2 M 

^ 2. m^fieìf^ .3 

•1 (n+2)2|/7[(r+s)|s, 0-n] |r, l-m| = /Z[(m+s)|s, 0-(n+l)] 
[Fermat t.l p.341: 

« In progressione naturali, quae ab unitate sumit exordium, quilibet numc- 

rus [m] in proxime majorem [X(w+1)] facit duplum sui trianguli [=2x(l+2+ 

..+m)]; in triangulum proxime majoris, facit triplum suae pyramidis; in 

pyramidem proxime majoris facit quadruplum sui triangulo-trianguli ; et sic 

uniformi et generali in infìnitum methodo. » t 

•2 asq .3- ^il/n[(a+r+s)\s,0"'m}\7^^l'"7i] = 

/n[{a+s)\s. I—m] — /n[(a+7i+s)\s, I—m] 

•3 US Qf l*"n .3- 

1 = l\uyn[{l+u^) \s, l-r] |r, l-n| +/[n(l+u;) \s, V"n] 
\ Nicole ParislVI. a. 1727 p.257 



^ 3. 

'i neNj+l . xs Qfl-n .3 ^[(l+^r)k? ^""^^] > l+^(^? ^^)1'" 

[ 71=2 O. (l+x^Cl+ar-,) = l+Xi+Xj+a^iX, > l+(x^+x^) (1) 

7ifNi . n[{l+xr )\r,l--n]> l+l{x,l"'n) .3 

77[(l+aJr )|r,l-(n+l)] = 77[(l+xr )|r,l-nìx(l+a:^n+i) > 
[l+^x,l"-n)](l+xn+i) = l+4a?,l---(w+l)]+ccn+iS(a?,l-"?«) > 
l+2:[cc,l---(n+l)ì (2) 

(1) . (2) . Induct .3. P ] 



10 Sussistono le Prop del §S in cui si scambi S con 77, e il -|- in X. 
La prima è riportata. 

•2 Se m è un numero, e se /" è una successione di m quantità, allora 
la condizione necessaria e sufficiente affinchè il loro prodotto sia nullo, è 
che una di esse sia nulla, cioè che sia uno dei valori assunti da /*, quando 
la variabile assume i valori da 1 fino m. 

3'1 Se 71 è un numero maggiore di 1, e se a:? è una successione di n 



n . 119 



//(aj^m^jr, l'"/i)f^/v(m, 1— n) ^ ^(w'^^ttj^', V'*n)/2{))i, l'"n) 

[ §QaO-0 O. (aif^?ni)(f/3lSw8) < [(miai+w,as)/)m4+7n8)]|^(?ni+W8) (1) 
iis^i . n(ar\^mT |r,l-"??) ^ [S(mr «r |^, l-**?i)/S(m,l-"7?)]|^ 
2(m,l'*7i) . Oper X«»4-i O- /?^[«r ^^r |r,l"(w+l)] ^ 
[2:(mr «r \r^l'-"ìì)j^{m, l•••?0l^2(?n., l'-n) X «rn+i^w*i+i O- 
n[ar \^mr |r, l---(7«+l)] ^ |2[mr Or 1^, l---(>+l)]/2[m, l---(n+l)]i|^ 

S[m, l-(?^+l)l ' (2) 

(1) . (2) . Induct O. P ] 
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•0 0! = 1 : afcN, .3 (a+1)! = arx(a+l) Df 

•01 rt,&£No .3 a+6! = a+(6!) . a— 6! = a—{h\) 

aXh\ = aX(&!) • ajm = a/(ò!) Df 

•1 afieS^ .3 (a+&)! £ N,x(a!X&!) i B. Pascal t.3 p.274: 

« Omnis productus a quotlibet numeris continuis est innltiplex producti a 
totidem numeris continuis quorum primus est unitas.»| 

•2 n£N,4.2 3. vJ;ì" < n! < [(n4.1)/2]^ 

•3 meN, 3- ^! ^^ /ir(r|r, 1— m) Dfp 



quantità positive, allora il prodotto {\-\-x^){l-\-x^...{l-\-Xn ) è maggiore di 
1 più la somma delle x. 

•3 La radice d'indice n del prodotto di n quantità positive dicesi loro 
«media geometrica». Essa è minore della loro « media aritmetica », cioè 
della loro somma divisa pel loro numero. 

•4 Se alle quantità si attribuiscono pesi w, la Prop continua a sussi- 
stere. Ne diede una dimostrazione Cauchy, Analyse Algébrique a, IS'21. 
Quella qui data è più diretta. 

§! 

al si legge « a fattoriale » o « fattoriale di a » . 

Il segno ! fu introdotto da Kramp, Éléments cV Arithin. a. 1808. 

Gauss indicò la stessa funzione con 77m ; gli inglesi scrivono |^. 



DIVISORI E NUMERI PRIMI 



§37 m D 

^ 1. a,b,c£N^ r): 

•0 m{a,b) = min [(axN^) ^ (6xN,)] Df m 

•01 » = ax min[Ni ^ y3(ay e N^Xft)] 

M m(a,&) fiN^ . m(a,6) e N^xa^^N^Xft . m(a,6)^ax6 

[ axb s (N\X«KNiX&) O- 3 (N\X«KNiX&) • §min 1-8 .D P ] 

•2 m(a,a) =:a . m(l,a) =a 

[ in(a,a) = min(aXN4naXNi) = inin(aXNi) = aXniinNi = aXl^« ] 
[ m(l,a) = min(Ni f>aX^i) = mm(rtXN£) ^a ] 

•2i m(a,6) =: m(&,a) [ Comm^ d p ] 

•3 as NjX6 O- ni(^?&) =^ 

[ Hp .3 NiX«DNiX& .3 (NiX«KNiX&) = NiX« 3- m(a,6) = 
miii(N,X«) = (iTiinNi)X« ^ 1X« = « ] 

•4 a£ N^xft .=. m(a,b) =a [ P-3 d P ] 



in(a,6) si legge « minimo comune multiplo di a e 6 » , 

Le notazioni m e D introdotte da Lebesgue nel 1859, adottate da 
da Lucas, sono ora generalmente usate. 

II minimo comune multiplo fra i numeri naturali a e b è il mi- 
nimo dei numeri multipli di a e multipli di b. 

Es. m(2,3) =6, poiché 6 è un multiplo comune a 2 e a 3, mentre non 
lo sono 1, 2, 3, 4, 5. 

Più comoda è l'applicazione della 01. Volendosi m.4,6), si considerino 
i successivi multipli di 4, e i loro resti rispetto a 6 : 

z/ = l 2 3 4 5 6 .... 
4/y = 4 8 12 16 20 24 .... 
rest(^4 y,6 1 = 4, 2, 0, 4, 2, 0,....^ 

Il primo fra i multipli di 4, che è multiplo di 6, è il numero cercato, 
cioè m(4,6) = 4x3=12. 

Si vede nell'esempio che la successione dei resti è periodica, cosa che 
avviene in generale, come risulta dalle Prop seguenti. 

•1 Esiste il minimo comune multiplo di a e 6. Infatti «X& è un mul- 
tiplo comune di a e di 6; quindi esistono multipli comuni, e in conse- 
guenza anche il minimo. 
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1-5 m{ac, bc) = cxni{a,b) Distrib(x,m) 

[ m(ac, he) = aXcXmiii[Ni^i/?(aXcX2/5NiX6Xc)l 

= rt X min[(Ni A 2/3(az/ s ^iXh)] X e = m(a,ò) Xc ] 

•6 N,xa f> NjXft D N,xm(a,&) j Euclides vii P35 j 

[. x:=:m{ap) . cs Q^^Xa)ri'ì^iXà) O- re3t(c,a:j) s 0-"(cc— 1) n(NoX«KNoX&) . 
-a l--*(x— l)n(NoX«)K^oX&) -3 rest(c,ce) =0 O. c5NiXni(a,6) J 

•7 NjXa ^ Nj X6 = N, X m(a,b) [ pi-6 D P ] 

•8 m(a,b) = 7 N^ ^ X3[ Ì^^Xx =JN^xa) ^ (N^X&) ] Dfp 

•1 axft £ N^Xm(a,6) [ axps N,x«^NiX& . Pl-6 O P ] 

'2 a,6£N^Xc .3 cixb/m{a,b) £Ìi\xc 

[ Hp .3. a6/c e NiX«^NiX& O- aò/c a NoXm(rt,&) .3 P ] 

•3 axb e N,xc 3- ctXb/m{a,b) £ N^xc 

[ a= [a6/m(«,6)]Xni(a,6)/6 ] 

•4 NjaT3(a,&£ N^o?) = 'N^^x3(axb/m(a,b) e ^^x) [ = p-2-3 ] 

^ 3. a,&,c£N, .3 
•0 D(a,6) = max N^ ^ X3(aj)e ìif^Xx) Df D 

•01 » = max[Ni ^ a/N, ^ &/Ni] Dfp 



•& L'operazione della moltiplicazione è distributiva rispetto a quella 
del minimo comune multiplo. Es.: m(4,6) = m(2x2,2x3) = 2Xm(2,3) =: 2x6. 

•6 Ogni numero multiplo di a e multiplo di 6 è un multiplo del mi- 
nimo comune multiplo di a e b. 

Infatti, detto x il minimo comune multiplo di « e 6, se e è un multiplo 
comune ad a e a 6, il resto della divisione di e per x sarà un numero 
compreso fra ed x~l, e sarà nello stesso tempo multiplo di a e multiplo 
di b. Ma, siccome ce è il minimo multiplo comune, ne risulta che non 
esiste alcun numero compreso fra 1 ed .x— 1, multiplo di « e multiplo di 6; 
quindi il resto della divisione di e per x sarà 0, e quindi e un multiplo di x. 

3*0 D(a,6) si legge « il massimo comun divisore di a e di ò » . Esso è il 
massimo dei numeri x tali che a e b siano multipli di ce; ovvero il mas- 
simo dei numeri divisori di « e divisori di b. Si badi che a/N^ rappresenta 
tutti gli enti che si ottengono dividendo a per i vari numeri naturali ; 
sonvi fra questi i numeri interi divisori di 0^ e dei fratti. Per indicare i 
divisori interi si dovrà scrivere Nin^/N^. 
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3-02 D(a,&) = ab/m(a,b) 

[ DfD .3 D(a,ò) = maxNir»X3(«,6eNiX^) 
Pl-7 O- » =■ nf^ax Ni f> X3[ablm(a,b) s N, X^c] ^ abj'm{a,b) ] 

ì D(a,&) eN^ . a,&£N^xD(a,ft) 

[ l£ Ni n a/Ni ^ 6/Ni • -3 Ni n a/Ni n 6/Ni n (a+Ni) • §maxl-8 O- P 1 

•2 D(a,a) =:a . D(l,a) =1 . D(a,b) = D(&,a) 

[ Hp O. a,6£NiX6 . -a (&+NiK6/Ni) O- P 1 

•4 D(a,b) =& .=. a£ NiX& 

•5 D{ac, bc) = 0(D(a,b) Distrib(x,D) 

[ P-02 . Pl-5 .3. D{acfic) = acX^c ' miacfic) = [a&/m(a,6)]Xc = D(a,6)Xc ] 

•6 a^bs NjXc .3 D(a,6) £ ^^xc [ P-5DP ] 

JEUCLIDES VII P2: « fdv (ÌQi^juòg dvo ÒQi&juovg ,u€tq^, xal tó 
juéyiOTOv GvrcSv xoivòv uérgov juetgrjoei » | 

•7 N, r^ a/Ni n &/Ni = Ni ^ D(a,?;)/Ni 

•8 D(a,b) = ? N, ^ ;r3(Nj ^ oj/Nì = N, ^ a/N^ ^ &/Ni 

^ 4. a,teNi.3 

M a-£N,6 .3- D(a,&) = D[b, rest(a,&)] 

[ Hp . xeNi . «,&£ NiX^^ O- a— &Xquot(a,&) e NiX-'^? O- rest(a,ò) £ NiX^J (1; 
Hp . b, rest(a,6) £ NiX-x O- ftquot(a,&)+rest(a,6) £ NjXa:? O- «^ NjXaJ (2) 

Hp . (1) . (2) O- Ni r> X3(a,be NjX-'Jc) = Ni n x3[b, rest(a,ò) £ NiX-'Jcl . 
Oper max O- PI 



•02 Importante relazione fra il massimo comun divisore e il minimo 
comune multiplo di due numeri. 

Es. D(4,6) = 4X6 / m(4,6) = 4x6 / (4x3) = 6/3 = 2. 

In conseguenza sussistono tutte le Prop precedenti relative al minimo 
multiplo comune ove si scambi m in D, e la relazione a£NiX& («è un 
multiplo di 6) in 6£N,X« (« è un divisore di b). 

Le Prop trasformate seguono collo stesso numero ; parecchie sono di 
nuovo dimostrate direttamente. 

•5 L'operazione X è distributiva rispetto alla D. Si deduce dalla pro- 
prietà analoga di m. 

•6 Se un numero misura due numeri, misura pure la massima loro co- 
mune misura. 

E' la traduzione dell'enunciato d'Euclide. La frase «e misura a», che 
si dice anche «e divide a», si trasforma in «a£NiXc». 

E conseguenza immediata della distributività di X rispetto a D. 
41 Questa Prop che in sostanza non diversifica dalla Euclidea P-3 
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4-2 D {a,b) = D[6, b— rest(a,&)J 

•3 a>b O- 'D{a,b) = I){a—b,b) \ Euclides vii PI | 

•4 D(a+1, a) = 1 -3 D(2a+1, 2a-x) = 1 

•6 as 2N, . be 2N^+1 . a>b Q. D(a+&, a— &) = D(a,&) 

•7 a , & £ 2Nj+l . O- = 2D(a,&) 

•8 a>&.D(a,&)=l .3- D(^4-&,a— &)£dw^2 



^ 5. a,&£N, .[3- 
• J D(a,b) =1 .3 ni(<^?&) = ^Xb 

•2 m(a,b) = axb/D{a,b) 



[ P202 D P 1 

I Euclides vii P34 j 



^ 6. a,b,c,deS^ .3 
•i ab e N,xc . D(a,c) =1 .3 ^^ NiX<^ 

[ Hp O- aèfNiXc . cftsNiXc O- D(a6, c6)£NiXc . D(a6, c&) = 

òXD(a,c)=:6 O- P 1 
[ Hp .3 «ftsNiX^^^NiXc O- a&5NiXm(a,c) .3. àbs^^Xac 3 P ] 

•2 D(a,b) =1 . C£ N,xa ^ N^xb O- C£ NjXab 
•3 D(a, bxc) = D[a, bxD(a,c)] 



permette di trovare il massimo comun divisore fra due numeri espressi in cifre. 
Vogliasi ad es.; D(80712,8712). L'operazione si dispone cosi: 



80712 
2304 



9 


3 


1 


3 

504 
216 


1 1 


8712 
1800 


2304 
504 


1800 
288 


288 216 
72 00 



72 



Si divide il primo numero pel secondo, e se ne trova, oltre al quo- 
ziente 9, il resto 2304; onde D(80712,8712) = D(8712,2304) 
Analogamente D(8712,2304) = D(2304,1800) = D(1800,504) = D(504,288) = 
D(288,216) = D(216,72) = 72, poiché, il resto essendo 0,216 è multiplo di 72. 

In conseguenza la P3'02, o la 5*2, danno la regola per calcolare il mi- 
nimo comune multiplo di due numeri. 

Esempio : m(80712, 8712). Avendo visto che il loro massimo comun di- 
visore è 72, il loro minimo comune multiplo sarà : 

72 X (80712/72) X (8712/72) = 72X1121X121 = 9766152. 

In pratica quest'ultima moltiplicazione non si eseguisce. 

6. La relazione D(a,6) =1 si suol enunciare sotto la forma « a e 6 sono 
primi fra loro » . 

•1 Se il prodotto di due numeri è multiplo d'un terzo, e questo è 
primo con uno dei fattori, allora divide l'altro fattore. 
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6-4 D(a,c) =1 .3 Diab,c) = D{b,c) 

•5 J){a,b) =1 . asìU^Xc .3 T>{b,c) =1 JEuclides vii P23| 

•6 J){a,c) =1 . 1)(b,c) =1 .=:. D(a&,c) =1 |Euclides vii P24} 

•7 D(a,<?) == JXb,c) = D(a,rf) — D(6,d) —1 .3 D(a6, ed) =1 

j Euclide» vii P26 j 

•8 D(b,c) =1 .3 D(a, bxc) = D(a,6)xD(«,^) 
•9 D[a/D{a,b) , b/D(a,b) ] =1 

[ Distrib(X,D) O- D(rt,6)xD[a/D(rt,6), ò/D(a,6)] = D(a,ò) .3 P ] 

^ 7. a,b,c4s^o 3- 

• j a/6 = c/rf . D(a,6) =1 3. (?/a = rf/6 = D(e,d) 

[ Hp O- ad-=bc O- ^£NiX« . D(a,6) ^1 .3- csNiX» ] 

•2 D(a,6) = D(c,rf) =1 . a/b = (?/d 3- ^=^^ • ^=^ 

j EUCLIDES VII P20, 21 j 

^ 8. a,6,m,^z£Nj 3 

•1 D(a,6) =1 3 0(^*^,6) =1 

[ m=l O- P (1) 

mfNi . D(«,&) =1 . D(am fi) =1 . P6-6 O. D(f/w+i, ft) =:i (2) 

(1) . (2) . Induet O P ] 

•2 D(a,6) =1 3 D(a"*,6**) =1 j Euclides viii P2,3 j 

[ Hp . P-l .3 D(a"Sò)=l . PI O P ] 

^ 9-J a,&£ N,+l . D(a,6) =1 3 

rest(a^,6) | x' l"'{b — 1) = 1— (6— 1) 

[ xe \"'{b-^\) O- rest(aa?,6) e l"'{ò — ì) 
x,2/£Ni . x<Cy . rest(ax,òj = rest(ay,6) O- rest[(^y— a7)a, 6] =0 3- 

(y — x)«5£NiX6 3- ^/—-^^NiX^ 
x,ysl''{h — 1) . cc<// 3- .y— x*-eNiX& 3- rest(air,ò) -= rest(fl?.y,6) 
num rest(ax,6) | 5c*l-*(6— 1) = 6 — 1 3- P ] 

•2 a,6£ N,+l . D(a,6) =1 3. a N^^ n3(a** £ N,&+1) 



9*1 Siano a e b dei numeri primi fra loro. Allora l'espressione : 
rest(acc,6), ove ad x si diano i valori 1, 2, ... (6 — 1), assume soli e tutti i 
valori da 1 a b — 1. Infatti l'espressione considerata, assumendo x i detti 
valori, assume pure valori compresi nello stesso intervallo, e tutti distinti. 
•2 Essendo come prima a e b numeri primi fra loro, allora a elevato 
ad un conveniente esponente, diviso per b dà per resto 1. 
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^ 10. afi.ceN, .3 

•0 m{afi,c) = min(N,xa ^ N^x& ^ N^Xc) Df 

•1 m(a,b,c) = m[m(a,6), e] \ Euclides vii P36 j 

[ in(a,6,c) = min[(NiX«;)^(NiX6)n(NiXc)] 

= min}[NiXni(a,6)ln(NiXc)l = m[m(a,b),c] ] 

•2 I>(a,b,c) = max N^ n x3{a,hyCe N^X^r) Df 

•3 D(a,6,c) = D[D(a,&), e] | Euclides vii P3 j 

[ P-3 . Oper ce? O- N, n3c?(a,&£ N^Xìk) = N^ Acc?[D(a,6) sNiXa^l . 
Oper [r\x3{c£ N^Xsc)] . Distrlb(3,n) . Oper max . Df D O* P ] 

•4 a,b,c£2N,+l .3 D(a,&,c):=D[(a+6)/2,(a+c)/2, (6+c)/2] 

'5 D(a,b,c)Xm{abya€,bc) = a&c 
m D ■ 

•6 m{ayb,c) D(a,b) I>{a,c) T>(Jb,€) = abc D(a,6,c) 
j -S-'G Lebesgue a.l859 p.31,34 j 

'7 [Nj, teNjXa, D(a,6), m(a,ft), 1] ] [Cls, a^&j ^b, aj>, /\] 

§£ M 'A 2-d -2 -4 3-1 -2 -3 4-1 5-2 -3 

§w 1-1 -2 -3 -4 2-1 -2 -3 3-2 -3 4-1 §/\ 4*1 '2 '3 'A 

^ 11. ?^,^;£ CIs'N, . afisN^ .3 

•0 m2^ = min[ N,^ X3{u D Nj ^ ^/^ù ] Df 



10*7 Si è già vista una corrispondenza fra le Prop l*0-'8 e le 3'0-*8, per 
cui si passa dalle une alle altre scambiando la parola « multiplo » con « di- 
visore », e « minimo » con « massimo » . 

Sussiste pure un'altra corrispondenza; e precisamente se nelle Prop di 
Logica contenente i segni 

Cls D ^ ^ ' A 

si sostituiscono questi segni con 

N^ divide, massimo comun divisore, minimo comune multiplo, 1, 

si ottengono altrettante Prop d'Aritmetica. 

Ad esempio la Prop §£ 5*3 (pag. 5): 

afieCls O* ^Zy> •=• orh'^cL 
« Se a e ò sono classi, allora dire che ogni a è 6 equivale a dire che 
« la classe comune alle a e 6 è la classe a », 
colla trasformazione indicata diventa, 

a,Ò£Ni O* &£N,X« •==. D(a,6):=a 
« Essendo a e. h dei numeri, allora dire che 6 è un multiplo di a equi- 
« vale a dire che il massimo comun divisore fra a e ò vale a » , che è la 
3*4 del presente §. 
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•6 m{uXv) = mi^Xmr Distrib(X,m) 

I Stieltjes a. 1895 p.4 j 

^ 12. z^,^;£ CIs'N, . a,&£N, Q: 

•0 Dò^ = max[N^^a?3(iONjXa7)] Df 

[ US Cls'N, . vzr Nir\r3(w3N|Xa2) O. Ifv . §a l'I O. gì? (1) 

Hp(l) . msu O- "3 ^m+Nj) . (1) . §max -2 O- maxy £ N^ (2) 

(1) . (2) . Elim m . Ehmv O- P ] 

•4 D(i*xa) =r axDu 

aw . a^? r^, '5 D(?A^i^) = D(D«*, Df) 

•6 D(i^X?;) = (Dw)X(Dt^) Distrib(X,D) 

JStieltjes à.l895 p.4i 

^ 13. t*£ Cls'n . a u^tO .3- 

•0 Dii = niax[N^^ir3(iO ^Xo?)] . D(lO) =0 Df 

M I){u\jtO) = Du -2 D?/=Dmod2^ 



* 14. - - 

M a,&£N^ . D(a,6) =1 . csn r^. a 0"'(b—l) ^ X3 {ax—c £ nb) 

•2 a^bsN^ . D(a,&) =1 . cen . i*,z'£n . au+bv =c r^: 

Xjìje n . ax'\-by =^c .=. a n ^ Z3[x= u+bz . j/= v—az] 

^ 15-0 ^^£Cls'R.3D^ = max[R«a;3(ONJXix?)] Df 

'i a,bjCéS^ .3 D(a/(?, &/c) = [D(a,6)] /e 
\ Bertrand a.l849p.l05 j 

t*,^?£ Cls'R . D^, Dy £R .3 "^ T>{uXv)^= [Du)X(Dv) 

•3 aeR .3. D(ai^) = aD^ -4 neN, .3 (DiO*'= D(2^**) 

^ 16-0 i*£ Cls'R .3 mu = min[R^ 073(^3 ^/NJ] Df 

•01 » » =./T>/a Dfp 

•i a,&,(?£ N^ .3- ni(a/c , &/^) = [m(a,&)] /e 

Bertrand a. 1849 p.l07 j 
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§38 Np 



* 1-0 Np=:(l+N>[(l+N,)X(l+N,)] DtNp 

•1 bs N^ . as Np^(N^x6) O- ^^ tl^jia 

[ 6,c£Ni . as Np . a= bc . Df Np O- -(^,c£ Nj+l) O- ^=1 •^- c=i O- ^^ du<a ] 

•1 1 as Np .3- Nj f> a/Ni = «1 w «a [ = Pi ] 

•2 a£Np.6£Ni-(N,xa) .3 DK&)=1 

[ Ni n a/N| = fi u fa . a -£ 6/Nj O- N^ n a/Ni f> ò/N, = d ] 

I EucLiDES VII P29: 

^Anag jcQCorog àgiù/uóg jtgòg anavra agt'^/ióv, ov jurj juetQsT, Tigcoróg èoTiv.\ 



1-0 Dicesi « numero primo », e si abbrevia in Np, ogni numero mag- 
giore dell'unità, e non prodotto di due numeri maggiori dell'unità. 

(l-|-Ni)X(lH-N£) dicesi anche «numero composto». Alcuni A. dicono 
«numeri semplici » i numeri primi. 

TAVOLA DEI NUMERI PRIMI DA 1 A 1000 

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 89 83 89 97 
100+ 1 3 7 9 13 27 31 37 39 49 51 57 63 67 73 79 81 91 93 97 99 
200+ 11 23 27 29 33 39 41 51 57 63 69 71 77 81 83 93 

300+ 7 11 13 17 31 37 47 49 53 59 67 73 79 83 89 97 

400+ 1 9 19 21 31 33 39 43 49 57 61 63 67 79 87 91 99 

500+. 3 9 21 23 41 47 57 63 69 71 77 87 93 99 

600+ 1 7 13 17 19 31 41 43 47 53 59 61 73 77 83 91 

700+ 1 9 19 27 33 39 43 51 57 61 69 73 87 97 

800+ 9 11 21 23 27 29 39 53 57 59 63 77 81 83 87 

900+ 7 11 19 29 37 41 47 53 67 71 77 83 91 97 . 

Furono calcolate tavole di numeri primi fino a 10|^7. Vedasi la biblio- 
grafia nel Formulaire Mathématique. 

•1 Se & è un numero naturale, e se a è un numero primo multiplo di 
6, allora h o vale 1 o vale a. 

Diversamente detto, i divisori d'un numero primo a costituiscono la 
classe formata da 1 e da a. 

Utili esercizi di maneggio di simboli di Logica sono le trasformazioni 
di queste Prop le une nelle altre. 
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j Euclide» vii P30 : 

^Eàv avo àgu^/Liol noXkanXaoiàoaneg àXh'jXovg JioicSol riva, ròv de yevó- 

uEvov ff avTiòv usTQJÌ TiQ TiQitìTog àgi^/Lcóg, xal èva xctìv «f àgxv^ /^€TQijoei,\ 

[ Hp . PI O. D{b,a) £ a^jia (1) 

Hp . D(6,a) =1 . §1)6-1 O. cs NiX« (2) 

Hp . D{b,a) =a O. fts N^X^ (3) 
(2) . (3) . Operu. (1) O. P ] 

•4 a£N,+l Q. min[(N,+l)^VNi)] e Np 

[ as (Ni+1K«/Ni) O- min (N^+lXal^ò £ N^+l (1) 

x£ (N,+l>x«/x\i) . y£ N,-fl . ars (N,+l)Xy O- 2/£ cNi+l)^«/Ni) . 
?/<x O- ^ -= min (Ni+l)^rt/N£) (2) 

x£ (Ni+l)n(a,NO . X£ ^Ni+1)X(N,+1) . (2) . Eìimy O- 

X -= min (Ni+l)A(rt/N4) (3) 

x= min (N,+l)r^(a;x\l) . (3) . Transp O. ccf (Ni+lH(Ni+l)X(N4+l)] . 
3- 3:^^ Np ] 

•5 Nj+1 3 N,xNp j EucLiDES VII P3l : 

"Ajiag ovv&erog aQi&/iòg vJiò jzqcotov nvòg ÒQid'/iov /lergeijai, j 

[ asNi+l . x= min (Ni+l>>(a/Ni) .3. X5Npn(rt;Ni) .3 «£ N^XNp ] 

•c meN^ .3 aNp^(m+Ni) 

j EUCLIDES IX P20 : 01 Jigcoroi àgi^jLiol JiXeiovg elolv navzòg 
Tov Ttgore&évTog Jikrj&ovg JigaircDV àgi&/xd)v, j 

[ Hp .3 m!+l £ Nj+1 . P-3 3. 7n!+l £ N^xNp (1) 

xsNp . x^m 3- ^' 5 NiXaJ . 1 -£ NìX^j 3- wi!+l -5 N^X^c (2) 

xsNp . ml+l £ NjXsc . (2) . Transp 3- a;>w 3- 3 Np r> (m+N^) (3) 
(1) . (3) . Eliracc 3 P ] 

^ 2-0 as (Ni+l)x(N,+l) .3 a Np ^a?3(a;'^a . as ÌH^xx) 

[ x=: min (14-Ni)<^(a/Ni) . y= a/aj 3- ^^ Np . ys N^-f-l . 
min Npr>(2//Ni) ^x 3- 2/!^^ O- ^= xy^a^ 3- 

«5 Npn(a/Ni) . 3C^a ] 



•6 Si vede dalla tabeUa dei numeri primi, che essi vanno facendosi 
sempre più rari. Però il teorema Euclideo dice che essi non si arrestano 
mai, cioè che comunque si prenda il numero wi, si possono sempre deter- 
minare numeri primi maggiori di m. 

Invero m!+l è un numero maggiore di 1, quindi divisibile per qualche 
numero primo. Ma è facile vedere che ogni numero primo che divida 
m!+l è più grande di m. 
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[ PO . Transp O. P ] 

j Leonardo Pisano a.l202 p.38: 

«Qui primum numerum... cognoscere voluerit... semper eat dividendo ipsum 
per primos numeros ordinate, donec aliquem primum numerum invenerit, 
per quem propositum numerum absque alia superatione possit dividere, vel 
donec ad eiusdem pervenerit radicem: si per nullum ipsorum dividi potuerit, 
tune primum ipsum esse indicabit. » { 

•2 as Np . b,n£N^ . &** £ N,xa .3 &£ N^Xa JEuclides ix P12j 

[ ò-£N,X« D- D(a,6)=l O. D(6n,a)=l .3 ft"-£NiXa (1) 

(1) . Transp .3. P ] 

•3 . a*' e N,x& .3 b£ aj^N, | » » Pl;]| 

^ 3. ae^p . be (N,+l) -(N,xa) Q. -i &"-'-! f N^xa 

[ Hp . c:=a—l O- D(a,&) =1 O- rest(6cc,a) | x'l"cz=zl"c O- 

77[rest(te,a)|2c, 1 •••€]=: e! .3. i7(&x|ir, l*"c)f e! -|-NiX« O- 

c!&c £c! + NiX« -D. (&' — l)c!£NiX« • D(a,c!) =1 .3. ftc —i^Nf^x» | 

•2 min[Nj^ a73(b''— 1 s axN,)] £ N^^ (a— 1)/N, 

•3 ì^rsoosib""—! e axN,) = NjXniin[Nj^a?5(b*'— le axN,)] 

! Fermat a. 1640 t.2 p.209 : 

« Tout nombre premier mesure infalliblement une des puissances — 1 de 
quelque progression que ce soit, et l'exposant de la dite puissance est 
sous multiple du nombre premier donne — 1 ; et après qu'on a trouvé la 
première puissance qui satisfai t à la question, toutes celles dont les expo- 
sants sont multiples de l'exposant de la première satisfont tout de méme à 
la question. »| 



2*1 Se si verifica che un numero maggiore di 1 non è divisibile per 
alcun numero primo minore della sua radice quadrata, allora il numero 
è primo. 

Costituisce una regola per verificare se un dato numero è primo, la 
quale è abbastanza pratica se il numero non è molto grande. 

Esempio. Tutti i numeri inferiori a 100, e non contenuti nella tavola 
di moltiplicazione a pag. 19, cioè non l*"9Xl"*9, sono primi. 

3-1 Questa Prop porta il nome di « Teorema di Fermat». 

Nel caso particolare in cui la base è 2, la Prop era nota ai Cinesi dai 
tempi del filosofo Confucio, a. — 500. 

Il caso in cui 6=10 è interessante sia per le regole di divisibilità dei 
numeri, sia per la trasformazione delle frazioni ordinarie in decimali 
periodiche, poiché minNi^X3(X^ — le^^Xà) è il numero dei resti delle 

Peano, Aritm. g 



130 Np 

^ 4'i Np^(N,+2)D 2N,+1 

•2 Np^(N,+3) 3 (6N,+l)w(6N,— 1) 
[ (Ni+3)-(^2N/K3N0 D (6N^+lM«Ni-l) ] 

j BUNGUS a. 1599 p.399 : «...semper ... numeri primi post bina" 
riumet ternarium, in senariorum multiplicium vicinia collocati comperien- 
tur, aut uno minores, aut uno majores. » j 

•3 Np ^ (N,+5) 3 30N,+:(d sjilsjillsj d3) 

^ 5*1 xsO"'9 .3- ^'+ir+ll£Np 

•2 j'sO"'lb .'^.x^+x+ll eìiip I EuLER Op. post, t.l p.l85 j 

•3 x£ 0-39 O- a;*+a?+41 e Np | Euler BerlinM. a.l772 p.36 | 

A x£ 0-28 .[3. 2a?'+29 e Np | Legendre a. 1797 p.lO j 

^ 6M Np<^(4N,•f 1) 3 N,*+N,' j Girard a.l634 p.l56: 

« Tout nombre premier qui excede un nombre quaternaire de l'unite se 
peut diviser en deux quarrez entiers. » I 

•2 ajbjC,d £ N, . a*+&' = c^+cP . a'+&' £Ì^i> ."^^ tas^tb= tcsjid 

\ FeRMAT t.l p.294 : « Numerus primus qui superai uni tate qua- 
ternarii multiplicem, semel tantum est hypotenusa trianguli rectanguli » | 

'3 a£Np^(4No+3) .6,C£Ni .b"+c*£N,xa .'^. b,C£Ì^^Xa 
\ Fermat a. 1640 t.2 p.204 : 

« Si un nombre est compose de deux quarrés premiers entre eux, je dis 
qu'il ne peut étre divise pas aucun nombre premier moindre de Tunité 
qu'un multiple du quaternaire ». J 

•4 Np ^ (3N,+1) 3 N,*+3N,» JFermat a.l654 t.2 p.313{ 

Np ^ f(8N,+l) o (8N,+3)1 D N,»+2N,« j . . j 



potenze di X per a, come pure il numero delle cifre del periodo di I/a in 
frazione decimale periodica. 

Se a = 3, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 

min3C3(Xa;— l£N4Xa) = l, 6, 2, 6, 16, 18, 22, 28, 15, 3, 5, 21, 46. 

5*1 Curiose formule che danno dei Np. Si verificano sperimentalmente. 

6*1 Questa Prop e le successive esprimono curiose proprietà dei nu- 
meri, che hanno interessato molti matematici, e che interesseranno qual- 
cuno del lettori. Le loro dimostrazioni sono però complicate, e non ancora 
espresse in simboli ideografici. 
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6-5 2*+l, 2»+l, 2*+l, 2«+l, 2"+l s Np |Fermat a.l640 p.l62j 
•6 meN, . 2"'+l e Np .3 me 2[^N, [Fermat a.l640 t.2 p.205ì 

[ ps 2Ni+l . mfiNi . §2 4-2 O- 2^«P+1 £ (N4+1)X(2"''+1) O- P ] 

•7 a,?;,m£N, . a'"+6" £ Np Q. me 2|^No 

•8 7x2»'*+l £ Np j Seelhoff Zm. a.l886 t.31 p.380 } 

^ 7-1 2'— 1, 2^—1, 2*-l, 2^—1 e Np JEuclides ix P36 scoliaj 
2"-l, 2"-l, 2*»-l £ Np 

2'*— 1 £ Np JMersenne a.l644; Euler BerlinM. a.l772 p.35j 
2^* — 1 £ Np JPervouchine, Acad. S. Petersbourg, a.l883 j 

•2 m£N4 . 2*^—1 £Np O- ^^Np JFermat a.l640t.2 p.l98j 

^ 8-1 a,b,m£N, . D(a,b) =1 .3 a Np ^ (a+ N^X^) ^ (m+N^) 
{Legendre a.l808 p.398; Dm. Dirichlet a.l837 t.l p.313, 
Mertens WienA. a.l899; WarszawaP. t.U p.l94 j 



•5 Quantunque della stessa forma 2|^(2(^Ni), i numeri che seguono 
sono composti: 

2f^(2^5)+l £ N,X(2'+2'+l) SEuLERPetrC. a.l732 t.6 p.l04j 

2(^(2^6) +1 s N,X(2*«+2"+2"+2»"+2»+2«+l) 

I Landry a. 1880, v. Seelhoff j 
2|^(2r^ll)+l £ N,X(2*«+2*'+2*'+2*'+l) 

JCUNNINGHAM BritAssR. a.l899 p.653j 
2|\2|^12) +1 s N,X(2"+2"+2**+l) \ Pervouchine PetrB. a.l878 j 
21^(2^23) +1 £ N,X(2"+2^^+l) | . . j 

2(^(2|^36) +1 £ N,x(2**+2^+l) j Seelhoff Zm. a.l886 t.31 p.l73Ì 

Questi divisori sono espressi nel sistema binario di numerazione. 
Il primo divisore si scrive !.! ! in cifre del sistema binario. 

•6 Se 2"» è un numero primo, necessariamente m deve essere una 
potenza di 2. Risulta però dalle cose dette che 2|^m ora è primo, ora è composto. 

7'1 2®* — 1 è il più grande dei numeri primi ora conosciuti. 
Quantunque della stessa forma sono composti i numeri : 2^1 — 1 e 23 XN^, 
228—1 fi 47xNi, 237—1 fi 223xNt (Fermat); 229— 1 £ 233xN4, 2^— l£43lxN„ 
247— ifi235lxN„ 278— lfi439xNi (Euler a.l732 PetrC. t.6 p.l03); 
211—1 e 13367XN4 (Plana). 

8*1 Se a e b sono numeri primi fra loro, nella classe a+Ko^, cioè 
nella progressione aritmetica avente per primo termine a, e per ragione 6, 
esistono numcM-i primi maggiori di ogni numeri prefissato m. 
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8-2 ae N,+3 O- a Np ^ («+Nj) ^ (2a— N,— 2) 
j Bertrand JP. a. 1845 Cahier 30 p.l29. 
Dm. TcHEBYCHEF a. 1852 (Euvres t.l p.52 j 

•3 2(N,+1) ;3 Np+Np } GoLDBACH a.l742 CorrM. t.l p.l35{ 

^ 9-i a^Np 3 (a— 2)!— 1 £N,Xa 
•2 aeNp .3 (r^— 1)!+1 £ N,xa 

j Leibniz Mss. Math. t.3 BU fol.lO: 

« Productus continuorum usque ad numerum qui antepraecedit datum di- 
visus per datura relinquit 1, ... si datus sit primitivus. Si datus sit deri- 
vativus relinquet nutnerus qui cum dato habeat communem mensuram 
uni tate majorem. » | 



Wilson, (Waring a.l770 p.218). 



Dm. Lagrange a.l771 t.3 p.425 j 

•3 ae Np .=. ae Nj+1 • («— 1)!+1 ^ N,xa 

•4 aeN, . 4a+l e Np Q. [(2a)!]" +1 e NjX(4a+l) 
'ìj » . Aa — 1 » » — » — » 

j Waring a. 1770; a. 1782 p.380 : « Sit n numerus primus ... 

2^3H'^5-'...'^^'±l 

i ( ubi erit -|-1> quando %1 fit par 

numerus, sin aliter — 1 ) integri erunt numeri. »! 

Dm. Lagrange a.l771 t.3 p.431 \ 



•3 La somma di due numeri primi dispari è un numero pari. Vice- 
versa ogni numero pari, da 4 in poi, è la somma di due numeri primi. 
Proposizione enunciata da Goldbach, e finora verificata solo sperimen- 
talmente fino K 10000. 

91 •2 Questa Prop si suol chiamare « teorema di Wilson». Ma già. 
la si riscontra nei manoscritti di L e i b n i z (f a. 1716), ora pubblicati nel 
Fomulaire dal Dott. Vacca. 
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§39 mp 

^ 1. afis^i'PsNip .3 

•0 mp{p,a) = max [N^^*^ X3{a£ N^Xp"")] Df 

M mp(p,a) £No . a£ NjXp|^mp(p,a) . a/pf^mp(p,a) -e NjXj) 

Xi>^ ) • -3 N(/> X3(a£ NjXp^ ) <^ (wi+Nj) . §inax 1*8 O- P ] 

'2 mip(x,a) =7Ìif^^x3(a£Ìi^xp'^ . a/p^ ^s^^xp) Dfp 

•3 mp(p, aft) = mp(j),a)+nip(p,6) 

mp(/>,aX6) = ac+2/ ] 

•5 mp(p, a^) = bxmp(p,a) 

•6 mp[p, D(a,&)]=: mm[imp(p,a)wtmp(p,&)] 

•7 mp[p, m(a,6)] 1= max [e mp( j),a) w ^ mp(p,6)] 

M a?£Np r^^. mp(a7,a)=0 :3- ^=1 

[ asNj+l .3 aNpr>{r3(a£NiXa?) 
«£ Ni+1 . xeNp . aeNiXaj O- wp(2C,«)>0 [ 

•2 ae N,X& .=^^ ^£ Np . [^^c • mp(a?,a) ^ mp(a7,6) 
•3 ae Nj^ .:=: ,':c£ Np . 3^ • nip(a7,a) e N(,X& 



1*0 Se p è un numero primo, ed a un numero naturale, con mp(p,a), 
che si legge « massima potenza di p in a » si intende l'esponente della più 
grande potenza di p la quale divida a. 

Es. mp(2,24)=3, poiché 24£NiX2», e 24-fiNiX2*. 

2*1 Se, comunque si prenda il numero primo x, sempre la massima 
potenza di x contenuta nel numero a è zero, allora necessariamente a vale 1. 

•2 Dire che a è un multiplo di h equivale a dire che, comunque si 
prenda il numero primo .r, sempre la massima potenza di ce in a è almeno 
eguale alla massima potenza di x in 6. 

•3 La condizione necessaria e sufficiente affinchè un numero a sia una 
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^ 3*0 US Cls'q . rsN^ .'^. min^^^ =:^ mina . 

min^^jW= min[i^'^(min^?<+Ni)] Df 

^ 4'1 u£ Cls'q . num?/ eN^ . fs qtu r^. 

s{f^it) = V [f{mm^,u)\r,V''rxumH] Df 

•2 UE Cls'q . /fe qfi^ . rx\xm[i(/>x3(fx -=0)] cN^ .[3- 

l(fM = l[fy Kf" X3{fx -=0)] Df 

•3 ?^£ Cls'q . num?« eNj r^. v^^ = v(min^?^|r, l*"numw) Df 
•4-5-6 771 V PM-2-3 Df 



potenza d'esponente &, è che la massima potenza a cui ogni numero primo 
entra in a sia un multiplo di ò. 

3*0 Per enunciare le Prop seguenti conviene introdurre alcune nuove 
notazioni. 

Essendo u una classe di quantità, per min^u si intende il minimo degli 
u\ ed indicando con r un numero naturale, per minr+iw, che si può leg- 
gere « il minimo di posto r-\-l degli m » , si intende il minimo degli u più 
grandi del minimo di posto r. 

Sicché min,w, minji^,... sono i vari u disposti in ordine di grandezza. 
1 In conseguenza, se il numero degli u è finito, il minimo di posto 
il numero degli u sarà il loro massimo. 

41 Sia u una classe di quantità, in numero finito, e sia f una quan- 
tità funzione degli u. Allora con l{f^u), che si legge « somma degli /*, estesa 
alla classe t^>>, si intende ciò che si ottiene ordinando gli u in ordine 
crescente, prendendone gli f, e poi sommandoli. 

•2 Se u indica una classe di quantità, in numero non necessariamente 
finito, e se f è una quantità funzione degli u ; ma il numero degli w, cui 
corrisponde un valore diverso da è finito, allora per somma degli f, 
estesa al campo u, si intende la somma degli / estesa al campo degli u 
cui corrispondo un valore di f diverso da 0. 

•3 Sia u una classe di quantità, in numero finito. Allora per somma 
degli u, indicata con 2t*, si intende la somma degli u disposti in ordine 
crescente. 

•4-5-6 Analogamente si definisce il prodotto degli f esteso al campo 
u, se il numero degli u è finito, ovvero, essendo infinito, è però finito il 
miTìiero de«:li it cui corrisponde un valore f diverso da 1, e infine il pro- 
dotto de2li u. 

Queste convenzioni permettono di esprimere più semplicemente alcune 
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^ D'i aeN, .3 ^== /7}[af inp(.a?,a)]lj?, Np j 

•2 aeN^ .^. num( N,'^ a/N, ) = /7j [ mp(d?,a)+l] |a?, Np j 
[Wallis a.l685 t.2 p.498: 

« Si fiat Niimerus, ex continua Multipiicatione quotcunque numerorum 
Primorum (intei* se diversorum) aut quarumvis Potestatum talium Primorum: 
Numerus Divisorum numeri sic compositi, componitur (continua multipli- 
catione) ex Primorum illorum, eorumve Potestatum sic compositarum, Ex- 
ponentibus, Uno, singulatim auctis. » j 

'3 ii£ Cls'N, . aw .^. Dm = n\\a:^ min mp{x,u)] |^, Npj 
•4 , numwfiN, .^. mu = max 

•5 aeN, .3 ^(N,^a/N,) = //(|[iZ?;^fmp(a7,a)-t-ll-.l]/(a7-l)j|^, Np) 

= //j v[a;''|r, 0'"mp{x,à)] \x, Npj 
j Wallis a.l658 t.2 p.814 : 

« Si duorum pluriumve numerorum primorum potestates quaelibet invicem 
ducantur, factus partibus suis aliquotis auctus, aequatur facto ex compo- 
nentibus partium suarum aliquotarum additione auctis » . | 

} Girard a.l634 p.l56 j 

•2 ne N,+l O- a Np '^ X3[ mp(a?, ni ) =1 ] 
j LiouviLLE JdM. S.2 t.2 a.l857 p.278 \ 

N. 

^ 7-0 p£ Np . asN, .3 mp(/}, a!) = l\[E{a/p')] |r, NJ 

j Legendre a. 1830 t.l p.ll j 



delle Prop precedenti. Cosi la §2 31 si può scrivere: 

ms^i O- ^{l""m)z=zm(m~\~l)i2. 
5*1 Ogni numero a è il prodotto di tanti fattori della forma x elevato 
alla massima potenza di x in «, ove al posto di x si mettano tutti i nu- 
meri primi. 

•2 Espressione del numero dei divisori d'un numero a. 
•3*4 Massimo comun divisore e minimo comune multiplo di più numeri. 
•5 Somma dei divisori d'un numero. 
6*1 -2 Proposizioni curiose, la cui Dm simbolica non è scritta. 
7*0 Esempio : 

mp(2,80!) = E80/2+E80/4+E80/8+E80/16+E80/32+E80;64 = 
40+20+10+5+2+1 = 78 



APPLICAZIONI 

§40 a 

G si legge « grandezza » . 

Sono grandezze le lunghezze, i tempi, i valori, ecc. 

Se a è una grandezza, ed n è un numero naturale (N^), o 
un numero razionale (R), o un numero reale positivo qualunque 
(Q), allora nX«, che si indica anche con na, è una grandezza, 
detta « prodotto del numero n per la grandezza a » . 

Tutte le grandezze della forma na, ove n sia un numero 

qualunque, diconsi « omogenee con a ». Sicché, essendo a una 

grandezza : 

« Grandezza omogenea con a » = « Qa » . 

Due grandezze omogenee si sommano pure, e si ha una 

grandezza omogenea colle date. 

^ 1. asG . n.msQ^ r): 

'i na £ G -2 la = a '3 na = a .^. n=l 

•4 m(7ia) = {mn)a Assocx 

•5 an = na Df Commx 

•6 ajn = a{\jn) Df 
•7 ma = na .^. m^^n 

[ Hp . Oper/?i .3- (rnà)lnz=a . AssocX Z)- {mlri)a=za . PS O- w/n=l ] 



Qui non si definisce la parola « grandezza » , ma se ne danno alcune 
proprietà ; quindi implicitamente risulta che grandezza è ciò che si può 
moltiplicare per un numero, soddisfacendo alle Prop che seguono. 

Di queste Prop alcune, evidentemente definizioni, portano il segno Df; 
altre sono dimostrate mediante le precedenti ; ma noi non intendiamo qui 
esporre l'analisi delle prime Prop, e riconoscere quali siano indipendenti. 
Questa analisi accurata fu fatta, col sussidio dei simbc^i ideografici, dal 
prof. C. Burali-Forti nel Formulaire t.l, a. 1892-95, parte IV, e nelìa 
Rivista di Matem,atica t.6, a. 1899, p. 141. 

1 Esprime in simboli quanto si è detto a parole. 

•5 Esprime la convenzione di scrivere il fattore numerico dopo la gran- 
dezza, invece che prima. Es. lire 5 = 5 lire. 

•6 Per rapporto d'una grandezza a ad un numero n si intende il 
prodotto di a pel reciproco di n. 
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^ 2. Hp PI . h£ Qa r): 

•0 b/a = 'ì(^'^x3(b = xa} Df 'i b/asQ, 

[ Hp O' a Q ^ ^^^ft = ^««) (1) 

m,w£Q . h-=.ma . b=zna O- rnazzuia . Pl*7 O- 'fn^n (2) 

(1) . (2) . Dn .3 P 1 

•:2 {na)fa 1= a -3 (mb)l(na) = (mlìi){bja) 

A a+b = (1 + 6/a)a Df -5 6>a .=. 6/a >1 Df 

^ 3. ^^£G . n,m£Q . a,6,c£ Qu .^. 

'ì {m+n)u =^ mu+nu Distrib(X,+) 

•2 a+& e Qw -3 (a+b)lu = a/ti + bju 

•4 ?i(a+Z>) = na'\'nb 

•5 a+6 = 6+a -6 a+(6+c) = (a+6)+c 

^ 4. a,6£G . neQ .3 -o 6/a = (.7? 'a)6 \x Df 

M n(6/a) = {xn){bla)\x Df 

•2 x^ysQlbla) .3 ir+?/ = (ir^^+i/^^)|f« Df 



20 Essendo come in PI, a una grandezza, se indichiamo con 6 una 
grandezza omogenea con a, allora con b,'a si intende quel numero per cui 
moltiplicando a si ha b. 

•1 II rapporto di due grandezze omogenee è un numero reale e posi- 
tivo o un « numero astratto » . Cosi si indicano qualche volta i Q, in op- 
posizione a « grandezza » , che di cesi anche « numero concreto » . 

Il rapporto bla di due grandezze omogenee dicesi anche « numero che 
misura 6, essendo a l'unità di misura » . 

•4*5 Df della somma di due grandezze omogenee, e della relazione > 
Ordinando le Prop diversamente, cioè in altre teorie, esse sono delle I)fp. 
3. Sono conseguenze delle Prop precedenti. 

40 Siano a e b delle grandezze, omogenee o non. Con b!a si intende 
l'operazione {x;à)b, ove vari ce, cioè l'operazione composta « dividere per a 
e moltiplicare per b » . Essa si può eseguire su ogni grandezza omogenea 
con a. Ponendo d-=z{v'a)b^ si ha d^bz^ca. Quest'eguaglianza fra due nu- 
meri dicesi ancora « proporzione » fra le grandezze dfi^c^a^ le prime due 
omogenee fra loro, come pure le altre due. Il rapporto ba si può leggere 
anche « proporzionalità in cui ad a corrisponde b » . 

•1 Prodotto d'un numero n pel rapporto di due grandezze eterogenee 
è l'operazione composta « moltiplicare per n e poi pel rapporto di quelle 
grandezze » . Quindi i rapporti di grandezze eterogenee costituiscono nuovi 
sistemi di grandezze. 

•2 Df della somma di due grandezze omogenee con un rapporto b a. 
Una quantità proporzionale a due grandezze dicesi proporzionale al loro 
prodotto. Fra le quantità proporzionali ad un prodotto se ne sceglie una, 
la più semplice, e la si chiama prodotto delle due grandezze. 
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LUNGHEZZE 

11 « metro » è la decimilionesima parte dell'arco del meri- 
diano terrestre compreso fra il polo boreale e l'equatore. 

Tale è la definizione data nel decreto della Convenzione 
francese del 18 germinale anno republicano III (7 aprile 1795). 

Delambre e Méchain misurarono il meridiano terrestre, con 
lavoro di oltre sei anni in mezzo a grandi difficoltà. Se ne co- 
strusse un campione, depositato negli archivi della nazione fran- 
cese, la cui lunghezza è il metro legale (19 frimaio anno Vili = 
10 dicembre 1799), adottato dalFAssociazione geodetica interna- 
zionale, e da molte nazioni. 

La parola « metro » si suole abbreviare in m. 

I nomi « deca, etto, chilo, miria » , presi dal greco, signifi- 
cano X, X^ X^ X\ 

I nomi « deci, centi, milli » significano X~*, X~*, X~'. 

Chilometro, abbreviato in Km = 1000 m. 

Centimetro, » cm. o e = m/100. 

Micron = m/X®. 

Esempi di lunghezze. 

Il lettore vede subito con quale approssimazione si debbano intendere 
le indicazioni seguenti. 

Altezza del corpo umano = da 1*60 a 170 m. 

Dito z= 2c. Palmo = 20 e. Piede = 25 e. Passo =60 e. 

Altezze: Gaorisankar, più alto monte dell'Imalaia in Asia m. 8800. 

Monte Bianco 4810 m., monte Viso 3845 m. 

Torre Eiffel a Parigi 300 m. Obelisco di Washington 169 m. 

Mole Antonelliana a Torino 164 m. 

Più alta delle piramidi d'Egitto 142 m. 

Cupola di S. Pietro a Roma 132 m. 

Massima profondità dell'oceano Pacifico 9400 m. 

» » del Mediterraneo 4000 m. 

Quarto di meridiano terrestre, secondo Clarke = 10 001 900 m. 

» » » » Fave = 10 002 000 m. 

Raggio terrestre = 6 400 000 m. 

Distanza dalla Terra alla Luna = 400 X'm. 
» » al Sole = 150 X»m. 

Il sistema metrico è adottato in: Austria, Belgio, Danimarca, Egitto, 
Francia, Germania, Grecia, Italia, Messico, Norvegia, Olanda, Portogallo, 
Rumenia, Serbia, Spagna, Svezia, Svizzera, Turchia. 

Prima dell'introduzione del sistema metrico, ogni popolo, ogni regione, 
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e quasi ogni città aveva un proprio sistema di misure, formanti una con- 
fusione pressoché inestricabile. 

Queste antiche misure, in Italia, non sono più legali, e vanno cadendo 
rapidamente in disuso. Tavole apposite servono a fare la riduzione di uno 
in altro sistema. Daremo come esempio l'antico sistema piemontese: 

Miglio piemontese ^ (Grado di meridiano)/45 =: 2 469 m. 

Trabucco = Miglio / 800 = 3-086 m. 

Piede liprando = Trabucco/ 6 = 0*514 m. 

Oncia = Piede /12 = 0*043 m. 

Raso = 14xOncia = 0*600 m. 

In Inghilterra il sistema metrico ha valore legale, insieme alle antiche 
misure inglesi, che ancora sono pressoché le sole usate dai popoli di ori- 
gine inglese. Eccone la corrispondenza: 

Yard z= 0*914 m. 

Foot o piede inglese = Yard/3 = 0*304 m. 

Inch o Pollice = Piede/12 = 0*025 m. 

Miglio geografico o marino = (grado di meridiano)/60 = 1850 m. 

AREE 

Chiamasi « prodotto di due lunghezze » Tarea del rettan- 
golo avente per lati le lunghezze date. 

Il quadrato costrutto sulla lunghezza a si indica con a*. 

Questo nome di prodotto è giustificato dal fatto che, es- 
sendo a.hyC delle lunghezze, cioè se a,&,C£Qm (Qm leggesi 
quantità di metri), si ha la proprietà distributiva ay^{b-{-c) = 
aX& + ^X<^, come si sa dalla G-eometria. 

Ara = 100 m', Ettara = 10 000 m', Centiara = m*. 

Misure antiche piemontesi : Trabucco quadrato = (3086 m)^ = 9-523 m'-; 

Tavola = 4 trabucchi quadrati =: 38*10 m-; 

Giornata = 100 tavole = 3810 m*. Quest'area è all'incirca quanto può 
arare un contadino con una coppia di buoi in una giornata, e si ritrova 
con nomi consimili, e di grandezza un po' varia, presso molti popoli. 

Acre inglese = 4046 m^ 

Superfìcie del globo terrestre = 510 X*^ m-. 

VOLUMI 

Il prodotto di tre lunghezze è il volume del parallelepipedo 
rettangolo costrutto su esse. 

m' = mXmXm. Litro = (m/10)' == mVlOOO. 

Stero (nome quasi abbandonato) = m'. 

Antiche misure piemontesi : Brenta = 50 litri. Emina = 23 litri, circa. 

Volume del globo terrestre = X-* m'. 
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PESI E MASSE 

« Granirne, — Poids absolu d'un volume d'eau pure égal 
« au cube de la centième partie du mètre, à la temperature 
« de la giace fondante ». Definizione contenuta nello stesso de- 
creto del 18 germinale anno III. 

La storia del gramma o grammo è quella del metro. In 
pratica esso è rappresentato dal campione depositato col metro. 

I fisici fanno distinzione fra massa e peso. La massa d'un 
corpo si determina colla bilancia. La definizione precedente è 
quella del grammo-massa. 

La parola « grammo » si abbrevia in g. 

Kg = Chilogrammo = lOOOg. 

Libbra piemontese = 369 g. Rubbo = 25 libbre. Oncia = libbra / 12. 
Libbra inglese o Pound = 453 g. 

ANGOLI 

Comunemente si assume per unità di misura degli angoli 
Fangolo retto. La divisione degli angoli tramandataci dai Babi- 
lonesi, per mezzo dei Greci, è: 

grado = 1® = retto/90, minuto = 1' = grado/60 

secondo = 1" = minuto /60. 

La divisione centesimale dell'angolo retto, proposta insieme 
alle altre misure decimali, poi abbandonata, ora ritorna in uso. 
I francesi chiamano degré il grado sessagesimale, e grade il 
grado centesimale, e indicano quest'ultimo con g, sicché 

100g = 90" = retto, da cui g = (9/10)1°, r = (10/9)g. 

Consideriamo un cerchio; in Geometria si pone: 

jc = (circonferenza)/(diametro) Df 

71, rapporto di due lunghezze, cioè di due grandezze omo- 
genee, è un numero reale positivo, un Q, o come dicesi anche 
un «numero astratto». Si calcola: jr = 3'i4i59 ... . 

Gli archi d'un cerchio si possono misurare in circonfe- 
renze o quadranti, o raggi, cioè con una lunghezza. 

Chiamasi « radiante » Fangolo chiuso da un arco di cerchio 
eguale al raggio. Siccome gli angoli al centro sono proporzionali 
agli archi, e la lunghezza della circonferenza vale jrX(2 raggi), 
si avrà : radiante / retto = raggio / (ji raggio / 2) 
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radiante = .t 2 X retto = 57-20o779oi3l^ = 200204-806247". 
e retto ^ (2/7r)radiante. 

La misura degli angoli in radianti è specialmente usata 
in Analisi infinitesimale. 

TEMPO 

d = giorno (latino dies) 

h = ora (latino hora) d/24 

m = minuto = h/60, s = secondo = minuto/60 

Anno astronomico = 365d 5h 48m 46s. 

L'anno civile è d'un numero intero di giorni, Tanno comune 
di 365, il bisestile di 366. Secondo il calendario Giuliano sono 
bisestili gli anni N^X4. Secondo il calendario Gregoriano, andato 
in vigore il 15 ottobre 1582, sono bisestili gli anni: 

(N,X4HN,X100)^N,X4(X). 

Mese lunare = 29d 12h 44m. 

I mesi del calendario civile non seguono più il eorso della luna, ed 
hanno 28, 29, 30, 31 giorni, con legge ben nota. 

In parecchi calendari astronomici e commerciali i giorni dell'anno sono 
indicati con numeri progressivi. 

La data d'un giorno in mese e giorno del mese si trasforma in giorno 
dell'anno scrivendo il segno -\- fra il nome del mese, e il giorno del mese, 
e attribuendo al mese il valore di tanti giorni quanti dell'anno sono conte- 
nuti nei mesi prececenti, cioè: 

Per l 'anno comune : 

Geno. Febbr. Marzo Aprile Maggio Giugno Luglio Agosto Sett. Ott. Nov. Die. 
= d.O 31 59 90 120 151 181 2l2 243 273 304 334 

Per l'anno bisestile 
= d. 31 60 91 121 152 182 213 Ui 274 305 335 

Esempio: 10 settembre del 1902 = settembre+lOd = 243d+10d = 
253d dell'anno. 

II numero dei giorni trascorsi fra il 28 luglio e il 23 sett. 1902 è : 

(settembre+23d)— (luglio+28d)=(243+23— 181— 28)d = 57d. 

La divisione decimale del giorno stabilita in Francia con decreto 4 
frimaire anno II, fu abolita il 18 germinai a.III. 

Il calendario republicano francese, cominciato il 22 settembre 1792, 
epoca dell'equinozio d'autunno, e della fondazione della Republica, e molto 
più regolare del nostro, durò fino al l'' gennaio 1806. 

GRANDEZZE MECCANICHE E FISICHE 

Velocità è lo spazio percorso da un mobile diviso pel tempo 
impiegato a percorrerlo. Facendo questa divisione colle regole 
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algebriche si ha un numero moltiplicato pel rapporto m/s o ms— 1, 
che si legge « metro al secondo » , e che è Tunità di misura 
delle velocità. 

Velocità d'un uomo al passo = 5 Km/h = 1*40 ms. 

» d'un tramway a cavalli =: 10 Km/h; a vapore = 20 Km/h. 
» d'un treno ferroviario da 40 a lOC Km/h. 
» iniziale d'una palla da fucile ^ 500 m/s. 
» del suono nell'aria = 340 m/s. 
della luce = 300 X^ m/s. 
La Prop che alcuni A. assumono per Df : « Velocità è lo spazio descritto 
nell'unità di tempo » porterebbe a far credere che la velocità sia uno spazio. 
Inoltre essa non è omogenea, poiché nel secondo membro figura l'unità di 
tempo, mentre la velocità ad esempio della luce è un ente indipendente 
dalle unità di lunghezza e di tempo. 

Accelerazione d'un punto materiale è il rapporto fra Tin- 
cremento della velocità e il tempo corrispondente. La velocità, 
e Fincremento delle velocità sono della forma Qcs~S cioè una 
quantità di centimetri al secondo. Dividendo pel tempo Qs, cioè 
una quantità di secondi, Faccelerazione si presenta come Qcs"*. 

« Gravità > è Faccelerazione d'un corpo pesante nel vuoto 
alla superfìcie terrestre; vale 981cs~^ e varia alquanto a se- 
conda della latitudine. 

Forza che sollecita un punto materiale è il prodotto della 
sua massa per la sua accelerazione. Essa si presenta come Qcgs~*. 
La forza cgs~* dicesi « dine » , dal greco. 

Peso d'un corpo, cioè la forza che lo attira verso la terra, 
è il prodotto della sua massa per la gravità. 

Peso d'un chilogrammo = 1000gX981 cs"» = 981 000 cgs"^ 

Lavorio è il prodotto d'una forza pel cammino descritto dal 
punto d^applicazione nel senso della forza. Si presenta come 
Qc'gs"*. Il lavoro c*gs~* dicesi « erg » = dine X centimetro. 

Joule = X'erg. 

Chilogrammetro = (Peso d'un chilogrammo) X metro = 
9-8iX'c'gs~». 

Caloria = quantità di calore necessaria per elevare d'un 
grado la temperatura d'un chilogrammo d'acqua = 415X'erg. 

Potenza motrice d'una sorgente di lavoro è il rapporto fra 
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il lavoro prodotto e il tempo impiegato a produrlo. Si presenta 
come Qc*gs~l 

Watt = X'tfgs"' = Joule/s. 

Cavallo vapore = 75 chilogrammetri/s = 735'75 Watt. 

Densità =: massa, d'un corpo/ volume; si presenta come Qgc"^ 

TAVOLA DI DENSITÀ' 



argento 

rame 

stagno 

ferro 

mercurio 

oro 

piombo 

platino 

zolfo 

acqua 
olio 

petrolio 
vino 



10 g/c3 



9 
7 
8 

13 
19 
11 
21 
2 

1 

da 0-91 a 093 

0-8 

0-99 



roccie da 2*50 a 3 g/c* 

vetro 2*5 

legno da 0*50 a 1 

Gas alJa temper. Og, alla pressione atmosferica: 

aria 1293 g/m» 

1429 
89 
azoto 1250 

ghiaia in mucchio 1500 a 1800 Kg/m» 
neve da 50 a 500 

paglia 60 a 70 

legna in catasta 300 a 400 
frumento a misura 750 



ossigeno 
idrogeno 



VALORI 



Il valore d'una merce, in Italia, si misura in Lire. 
Centesimo = lira/100. 









MONETE 


ITALIANE 








Valore 


Metallo 


Peso 


Diametro 


Valore 


Metallo 


Peso 


Diametro 


1 cent. 


Rame 


1 g. 


1*5 e. 


2 lire 


Argento 


10 g. 


2-7 e. 


2 » 


» 


2g. 


2 e. 


5 » 


» 


25 g. 


3-7 e. 


5 » 


» 


5g. 


2-5 e. 


5 » 


Oro 


l-6lg. 


1-7 


10 » 


» 


10 g. 


3 e. 


10 » 


» 


3-22g. 


1-9 e. 


20 » 


Nichelio 


4g. 


2-1 e. 


20 » 


» 


6-45g. 


2-1 e. 


50 » 


Argento 


2-5 g. 


1-8 e. 


100 » 


» 


32-25g. 


3-5 e. 


1 lira 


» 


5g. 


2-3 e. 











Le stesse monete, con lievi modificazioni, sussistono in Francia, Belgio 
e Svizzera, che formano coll'Italia la «Lega monetaria latina». 

La Bulgaria, Grecia, Rumenia, Serbia, Spagna adottarono lo stesso 
sistema. Però non sempre in tutte queste nazioni è in circolazione la mo- 
neta d'oro. 

Germania Marco = 1-20 L. Pfennig = Marco/100 

Inghilterra Lira sterlina = 25*22 L. Scellino = Lira/20. 

Pcnny = Scellino/12. 

Stati Uniti d'America Dollaro =: 5*16 L. 
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